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ÀRÁ4Â I	Q�U�O<S�L�M�Q�V O<I

Ã�Ä�Å�Æ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌÎÍ Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å;ÓRÒ Ô Ð;Õ ÖRÖ�Å Õ Ò Å ×ØÊ ËÚÙ Û Ü�Ê Ô�Ý�Ë�Ç É�ËÞÕ Ô�Ð Ä�Å�ßRÑRÈ Ý�Å Ò Ô Ç Ë
à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å á�Ô Å Å-Ù â ã Ü ä

å}æ�çRè é�ê ë ì<í é0îRï�ð Æ
G
Ê Ô�Õ�ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô Ô}Í ÑRñRÊ Í-Ì Ò Õ ÖRÄ�á�Ð Ä�Å Ë0Ð Ä�Å Ò Å-Å ò�Ê Ô Ð

6
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð

ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô M1, . . . ,M6
Ç Æ

G
É�Ê Ð Ä�Ð Ä�Å}ÖRÒ Ç Ö	Å Ò Ð ô;Ð Ä�Õ Ð�Å õ Å Ò ô;Å ×�Ì�Å-Ç Æ

G
Ê Ô�Í Ç ËRö

Ð Õ Ê Ë�Å ×�Ê Ë;Å òRÕ Í Ð È ô�Ð ÉkÇ6Ç Æ
M1, . . . ,M6

ä

÷ Í Ç Ë�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å�Ç Æ�Ð Ä�Å�ßRÑRÈ Ý�Å Ò Ô Ç Ë�Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å6ÉkÇ ÑRÈ ×2ñ	Å6Ð Ä�Õ Ð6Å õ Å Ò ô0ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô
Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ6Ä�Õ Ô

3
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô�ÉkÊ Ð Ä�Å ó ÖRÐ ô6Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë � Ð Õ Ý Å 3

×�Ê Ô Ð Ê Ë�Í Ð
Ç Æ�Ð Ä�Å

6
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô+Ì Ê õ Å Ë-ñ�ô}Ð Ä�ÅkÍ Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å ! ä+ÃkÄ�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ�ÉkÅ Õ Ý Å ËRÊ ËRÌ

Ç Æ<Ð ÄRÊ Ô � Õ È Ô Ç6Ô ÑRÌ Ì�Å Ô Ð Å ×�ñ ô;ùkÅ Ò Ì�Å ! Ê Ô�Ô Ð Ê È È<Ç Ö	Å Ë�ä

å}æ�çRè é�ê ë ì<í é�ú�ï ÃkÄ�Å Ò Å�Å ò�Ê Ô Ð Ô<ÕkÓRòRÅ ×�Ê Ë�Ð Å Ì�Å Ò
k
Ô Ñ�Í Ä}Ð Ä�Õ Ð+Å õ Å Ò ôgñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô<Í ÑRñRÊ Í

Ì Ò Õ ÖRÄ;Ä�Õ Ô�Õ}È Ê Ô ÐgÇ Æ
k
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô�É�Ê Ð Ä;Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�ä



��â � F�Á K�Á<N+O<L�P<L�GRQ�H<I�SÎF	Á TÎÁ�W�H<I�X�G�U	Y�G

ßRÕ ËØÕ Ë�×��gÕ Ô Ö�Õ Ñ�×ÞÙ � ÜgÍ Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å ×�Ð Ä�Õ Ð�Õ Ë ô�ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄØÍ Õ ËÎñ	Å
ÖRÒ Ç õ�Ê ×RÅ ×�ÉkÊ Ð Ä�Ð ÄRÒ Å ÅgÖ	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ ÔkÉkÊ Ð Ä;Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë � ÉkÅ�Ô Ä�Õ È È	Ô Õ ô
Õ È Ô Ç���� �	� ��
 �  � � � 
 � � �����  � � � 
���� 
 � ��� ��� � ! ä
å}æ�çRè é�ê ë ì<í é�� Ù � Ü ï�� õ�Å Ò ô-ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô ÔkÍ ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô�Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô
M1
á
M2
á
M3
Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð

M1 ∩ M2 ∩ M3 = ∅.

Ã�Ä�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ ÅgÊ Ô�×�Ñ�ÅgÐ Ç������Í Õ Ï Ç õ �6Õ Ë�× � Ý Ç õ�Ê Å Ò Õ6Ê Ë0Ù !Rá�" Ü ä
å}æ�çRè é�ê ë ì<í é�#	ï$� õ�Å Ò ô6ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ä�Õ Ô+Ð ÉkÇ}Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô M1

á
M2
Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð

M1 ∩ M2
×RÇ�Å ÔkË�Ç ÐgÍ Ç Ë Ð Õ Ê Ë�Õ Ë;Ç�×R×;Å ×�Ì Å}Í ÑRÐ ä

÷&% � � � Ê ËÞÕ0Ì Ò Õ ÖRÄ
G
Ê Ô�Õ�Ô Å Ð

J ⊆ E(G)
Ô Ñ�Í ÄØÐ Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å�×RÅ Ì Ò Å Å�Ç Æ-Å õ�Å Ò ô

õ Å Ò Ð Å ò2Ê Ë
G
Ä�Õ Ô-Ð Ä�Å�Ô Õ ó Å�Ö�Õ Ò Ê Ð ô�Õ Ô-Ê Ð Ô-×RÅ Ì Ò Å Å�Ê Ë�Ð Ä�Å�Ì Ò Õ ÖRÄ (V (G), J)

ä ÷
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ñ	Å Ê ËRÌ�ÕkÖ�Õ Ò Ð Ê Í ÑRÈ Õ Ò�Ï Ç Ê Ë}Ê Ë-ÕgÍ ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�'�Õ Ê Ô Å Ò+Õ Ë�×(��Õ Ô Ö�Õ Ñ�×
Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å ×�Ê Ë0Ù ) Ü ä
å}æ�çRè é�ê ë ì<í é	* Ù ) Ü ï�� õ�Å Ò ô�ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ ÍgÌ Ò Õ ÖRÄ;Õ × ó Ê Ð Ô�Ð ÉkÇ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRö
Ê ËRÌ�Ô

M1
á
M2
Õ Ë�×�Õ�Ï Ç Ê Ë

J
Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð

M1 ∩ M2 ∩ J = ∅.

÷ ÔgÕ ó Õ Ð Ð Å Ò�Ç Æ+Æ Õ Í Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å Ô,+�Õ Ë�×;Û�Õ Ò Å}Å ø ÑRÊ õ Õ È Å Ë�Ð ä � ø ÑRÊ õ Õ È Å Ë�Í Å-Í Ç ó Å Ô
Æ Ò Ç ó Ð Ä�Å+Æ Õ Í Ð�Ð Ä�Õ Ð+Õ�Ô Å Ð<Ç ÆRÅ ×�Ì�Å Ô<Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô<Õ�Ï Ç Ê Ë�Ê ÆRÕ Ë�×}Ç ËRÈ ôgÊ Æ�Ð ÄRÊ Ô<Ô Å Ð�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô
Õ È È<Ç�×R×�Å ×�Ì Å}Í ÑRÐ Ô ä

ð ÆRÐ Ò Ñ�Å à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Ågâ+Ê ó ÖRÈ Ê Å Ô à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å��kÉ�ÄRÊ Í Ä}Ê Ð Ô Å È ÆRÊ ó ÖRÈ Ê Å Ô à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å Ô
+�Õ Ë�×0ÛRä ÷ È ÈkÐ Ä�Ç Ô Å6Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å Ô}ñ	Å Ê ËRÌ�Ç ñ�õ�Ê Ç Ñ�Ô È ô0Ð Ò Ñ�Å6Æ Ç Ò-Í ÑRñRÊ Í6Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô�É�Ê Ð Ä
Í ÄRÒ Ç ó Õ Ð Ê Í}Ê Ë�×RÅ ò 3

áRÊ ÐgÊ ÔkÑ�Ô Å Æ ÑRÈ�Ð Ç6Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò�Ð Ä�ÅgÆ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌ�Ö�Õ Ò Õ ó Å Ð Å ÒgÆ Ç ÒgÍ ÑRñRÊ Í
Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô äÎÃ�Ä�Å-� . . ��� � �6Ç ÆgÕ0Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ

G
Ê Ô}Ð Ä�Å ó Ê ËRÊ ó Ñ ó Ë Ñ ó ñ�Å Ò�Ç ÆgÇ�×R×

Í Ê Ò Í ÑRÊ Ð Ô+Ê Ë6Õ0/ ö Æ Õ Í Ð Ç Ò�Ç Æ
G
ä ð Ë�Ù ) Ü�'�Õ Ê Ô Å Ò�Õ Ë�×���Õ Ô Ö�Õ Ñ�×-ÖRÒ Ç õ�Å ×-Ð Ä�Õ Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å

Û-Ä�Ç È ×RÔkÐ Ò Ñ�ÅgÆ Ç ÒkñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô ÔgÍ ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ç Æ+Ç�×R×�Ë�Å Ô ÔkÐ ÉkÇRä
ð Ë�Ð ÄRÊ Ô+Ö�Õ Ö	Å Ò á ÉkÅgÍ Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å,+�ä212ÅkÖRÒ Ç õ Å�Ð Ä�Õ ÐkÕ ó Ê ËRÊ ó Õ È	Í Ç ÑRËRö

Ð Å Ò Å òRÕ ó ÖRÈ Å�Ð Ç à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å}Û ó Ñ�Ô Ð�Ä�Õ õ Å}Õ ÐkÈ Å Õ Ô Ð 50
õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô ä

�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò á	ÉkÅ�ÖRÒ Ç õ Å}Ð Ä�Õ Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å Ô,+�Õ Ë�×;Û6Ä�Ç È ×�Ð Ò Ñ�Å�É�ÄRÊ È Å�Ð Ä�Å}Ç Ò ×RÅ Ò
Ç Æ+Ð Ä�Å�Ì Ò Õ ÖRÄ;Ê Ô�È Å Ô Ô�Ð Ä�Õ Ë0Õ-Æ ÑRË�Í Ð Ê Ç Ë�Ç Æ+Ð Ä�Å-Í ôRÍ È Ê Í}Å ×�Ì�Å}Í Ç ËRË�Å Í Ð Ê õ�Ê Ð ô ä�ß�Ê Ë�Õ È È ô á
ÉkÅ}Ì Ê õ�Å-Õ6Ò Å ÓRËRÊ ËRÌ;Ç Æ�'�Õ Ê Ô Å Ò�Õ Ë�×	��Õ Ô Ö�Õ Ñ�×;Ò Å Ô ÑRÈ Ð6Ù ) Ü+ÉkÄ�Å Ë0Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò Ê ËRÌ;Í ÑRñRÊ Í
ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô ÔkÐ Ò Õ Í Å Õ ñRÈ Å�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô ä

1ÎÄ�Å Ë
A
Ê ÔgÕ�Ô Å Ð�Ç Æ�Å ×�Ì�Å Ô á

V (A)
É�Ê È È+×RÅ Ë�Ç Ð Å}Ð Ä�Å-Ô Å Ð�Ç Æ+õ�Å Ò Ð Ê Í Å ÔgÐ Ä�Õ Ð�Õ Ò Å

Õ Ë;Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð�Ç Æ+Ô Ç ó Å�Å ×�Ì ÅgÊ Ë A
ä ð Æ

M
Ê ÔkÕ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ç Æ<Õ6Í ÑRñRÊ ÍgÌ Ò Õ ÖRÄ



T���M�H�� O�� �ÎH<I�S��	�	O��<V GRU	H�
�O<I	� GRM�Q�L�U�G0O<I�
�L	�	V M�6U�H<Y�X	� ��â )

G = (V,E)
á	Ð Ä�Å Ë0×RÅ Ë�Ç Ð Å-ñ ô

GM

Ð Ä�Å
2
ö Æ Õ Í Ð Ç Ò

GM = (V,E − M)
ä01ØÄ�Å Ë

XÊ Ô�Õ-Ô Å ÐkÇ Æ�õ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô á
δX
×RÅ Ë�Ç Ð Å ÔkÐ Ä�Å�Ô Å Ð�Ç Æ<Å ×�Ì�Å ÔkÉkÊ Ð Ä�ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô�Ç Ë�Å�Å Ë�×�Ê Ë

X
ä

÷ Ë;Å ×�Ì Å�Í ÑRÐ�Ê Ô�Õ6Ô Å Ð�Ç Æ+Å ×�Ì�Å ÔkÉkÄ�Ç Ô ÅgÒ Å ó Ç õ Õ È�Ò Å Ë�×RÅ Ò ÔkÐ Ä�ÅgÌ Ò Õ ÖRÄ;×�Ê Ô Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×
Õ Ë�×ÎÉ�ÄRÊ Í ÄØÊ Ô6Ê Ë�Í È Ñ�Ô Ê Ç ËRö É�Ê Ô Å ó Ê ËRÊ ó Õ È�ÉkÊ Ð ÄØÐ ÄRÊ Ô�ÖRÒ Ç Ö�Å Ò Ð ô äÚÃkÄ�Å�� � � � � �-� . ���
� � ��� � � 
 � � � 
 ��Ç ÆgÕ;Í ÑRñRÊ Í6Ì Ò Õ ÖRÄ�Ê Ô}Ð Ä�Å�Ô Ê � Å�Ç ÆgÕ�Ô ó Õ È È Å Ô Ð-Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐ}Ê Ë�Õ�Ì Ò Õ ÖRÄ
Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð�Õ ÐkÈ Å Õ Ô Ð�Ð ÉkÇ6Ç Æ�Ð Ä�Å�Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×�Í Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð Ô�Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë;Í ôRÍ È Å Ô ä ÷ Ì Ò Õ ÖRÄ
G
Ê Ô�Ô Õ Ê ×�Ð Ç}ñ�ÅgÐ Ò Õ Í Å Õ ñRÈ Å�ÉkÄ�Å Ë�Å õ�Å Ò

G
Ä�Õ Ô�Õ��0� �(� � 
 � ��� � ����� 
 �}Ð Ä�Õ Ð�Ê ÔkÕ-Ö�Õ Ð Ä

ÉkÄRÊ Í Ä;õ�Ê Ô Ê Ð Ô�Å Õ Í Ä�õ�Å Ò Ð Å ò�Å òRÕ Í Ð È ô�Ç Ë�Í Å ä
� æRë ��ë � æ�ç��

≺W

�Rç��
W (z, t) � ê æ�ç<ê ��ë é ç���ë � æ�ç�æ���� ì��	 !"�$# %	� ä'&�Å Ð W

ñ�Å�Õ
ÉkÕ È Ý6Ç Æ

G
ä210Ò Ê Ð Ê ËRÌ

W = x . . . y
Ê Ë�×�Ñ�Í Å Ô�ÕgË�Õ Ð ÑRÒ Õ È	Ç Ò ×RÅ Ò�Ç Ë6Ð Ä�Åkõ Å Ò Ð Ê Í Å Ô�Ç Æ

W
á

È Å Ð�Ñ�Ô�×RÅ Ë�Ç Ð Å
≺W

Ð ÄRÊ Ô�Ç Ò ×RÅ Ò ä21ÎÄ�Å Ë
W = x . . . y

á
W
É�Ê È È ñ	Å+Ô Õ Ê ×�Ð Ç � 
 �  
 É�Ê Ð Ä

xÕ Ë�×}Ð Ç(� � .+É�Ê Ð Ä
y
ä$1ØÄ�Å Ë

z
Õ Ë�×

t
Õ Ò Å�õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô<Ç Æ

W
Ô Ñ�Í Ä-Ð Ä�Õ Ð

z ≺W t
á Ð Ä�Å�Ô ÑRñRö

ÉkÕ È Ý
z . . . t

Ç Æ
W
ÉkÄ�Ç Ô Å�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô�Õ Ò Å

z
Õ Ë�×

t
É�Ê È ÈRñ�Åk×RÅ Ë�Ç Ð Å ×

W (z, t)
ä21ØÄ�Å Ë

Õ}ÉkÕ È Ý
W
�
W = W (x, y)

! Õ Ë�×�Õ-ÉkÕ È Ý
W ′ � W ′ = W ′(x′, y′)

! Ä�Õ õ�Å�Õ6Í Ç ó6ó Ç Ë
õ Å Ò Ð Å ò	ákÔ Õ ô

a
á+ÉkÅ�Í Õ Ë � � � � � 
 � � � 
 �-Ð Ä�Å�Ô ÑRñRö ÉkÕ È ÝRÔ

W (x, a)
Õ Ë�×

W ′(a, y′)
Ê Ë

Ç Ò ×RÅ Ò�Ð Ç}Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Õ Ë�Ç Ð Ä�Å Ò�ÉkÕ È Ý6Ô Õ ô
W ′′ á�Õ È Ô Ç�×RÅ Ë�Ç Ð Å × W (x, a)+W ′(a, y′)

á�Ô Ñ�Í Ä
Ð Ä�Õ Ð

W ′′(x, a) = W (x, a)
Õ Ë�×

W ′′(a, y′) = W ′(a, y′)
ä

ßRÇ Ò0ñ�Õ Ô Ê Í2Ì Ò Õ ÖRÄRö Ð Ä�Å Ç Ò Å Ð Ê ÍÎÐ Å Ò ó Ô á-ÉkÅ�Ò Å Æ Å Ò0Ð Ä�Å2Ò Å Õ ×RÅ Ò0Ð ÇÞùkÇ Ë�×�ôÚÕ Ë�×
��ÑRÒ Ð ô�Ù â Ü ä

(	Á*)gU	G�+ V ,�V I	H<U -/.}G$� L	+ Q	�
ú	ï î�ï10�í �Rê ë � æ�ç��$#32�é í � é ê ë�4���ë ê 5�� ç�6��
Ã�Ä�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ�Ò Å Ô ÑRÈ Ð�ñ	Å È Ç ËRÌ�ÔkÐ Ç-Æ Ç È Ý�È Ç Ò Å ä
7 5<é æ�í é 4*8	ï	9 � 


G : �0��� ; : � � :  � . � � � � � ���  � ���$< G
� �

3 = � . � ��� � � � ;� � : � �0� �,� ��.� �$� � � �(
 ���  ��� �������  � � � 
,��� 
 � ��� � ��� �
G

 ��� 
 . � � �(� � 
,� � ��
 � � � � �$��� . .�� . ���

� ;�
 <

Proof.
÷ Ô Ô Ñ ó Å6Ð Ä�Õ Ð G

Ä�Õ Ô}Õ
3
ö Å ×�Ì�Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Ê ËRÌ�Ñ�Ô Ê ËRÌ0Í Ç È Ç ÑRÒ Ô

α
á
β
Õ Ë�×

γ
ä

&�Å Ð
Mα

ñ�Å6Ð Ä�Å�Ô Å Ð6Ç Æ�Å ×�Ì Å Ô6Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×2ÉkÊ Ð Ä
α
á+Ê Æ

Mα
Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô6Õ Ë�Ç�×R×2Å ×�Ì�Å

Í ÑRÐ á�Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ðgñ	Å}Õ6Ö�Õ Ò Ð Ê Ð Ê Ç Ë (V1, V2)
Ç Æ

V (G)
Ê Ë�Ð Ç6Ð ÉkÇ�Ç�×R×;Ô Å Ð ÔgÔ Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

Ð Ä�Å�Å ×�Ì Å Ô-Ç Æ
X
Ä�Õ õ�Å�Ç Ë�Å�Å Ë�×�Ê Ë

V1
Õ Ë�×0Ð Ä�Å�Ç Ð Ä�Å Ò-Å Ë�×�Ê Ë

V2
ä  Ê Ë�Í Å�Õ È È�Ð Ä�Å

Å ×�Ì Å Ô�Ç Æ
X
Õ Ò Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�ÉkÊ Ð Ä

α
áRÐ Ä�Å�Ô Å Ð�Ç Æ<Å ×�Ì Å ÔkÊ Ë

V1
Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä

β ó Ñ�Ô Ðñ	Å}Õ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ê Ë V1
á�Õ6Í Ç Ë�Ð Ò Õ ×�Ê Í Ð Ê Ç Ë0Ô Ê Ë�Í Å

V1
Ä�Õ Ô�Õ Ë;Ç�×R×�Ë�Ñ ó ñ	Å Ò�Ç Æ

õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô ä
à Ç Ë õ�Å Ò Ô Å È ô á�Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò6Õ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M

Ð Ä�Õ Ð6×RÇ�Å Ô}Ë�Ç Ð6Í Ç Ë�Ð Õ Ê ËÎÕ Ë ô
Ç�×R×;Å ×�Ì Å}Í ÑRÐ ä  ÑRÖRÖ�Ç Ô Å�Ð Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å

2
ö Æ Õ Í Ð Ç Ò

GM
Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�ÔgÕ Ë�Ç�×R×;Í ôRÍ È Å

C
áRÐ Ä�Ñ�Ô
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δC
Ê Ô�Õ Ë-Ç�×R×�Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐ<Å Ë�Ð Ê Ò Å È ô}Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�Å ×�Ê Ë

M
á Õ�Í Ç Ë Ð Ò Õ ×�Ê Í Ð Ê Ç Ë�ä à Ç Ë�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Ð È ô

GM
×RÇ�Å Ô+Ë�Ç Ð�Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Õ Ë ô�Ç�×R×6Í ôRÍ È Å á Ê Ð�Æ Ç È È Ç ÉgÔ�Ð Ä�Õ Ð

G
Ê Ô

3
ö Å ×�Ì�ÅgÍ Ç È Ç ÑRÒ Õ ñRÈ Å ä

ð Ë;Ç Ò ×RÅ ÒkÐ Ç}ÖRÒ Ç õ Å à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å +-Æ Ç Ò�ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô�É�Ê Ð Ä�Æ Å ÉÎõ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô á
ÉkÅ�ÉkÊ È È<Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò�Ð Ä�Å�Ë�Ç Ð Ê Ç Ë;Ç Æ �  � � 
 � � ��� �����  � � � 
���� 
 � ��� ���}Õ ÔkÑ�Ô Å ×�Ê Ë0Ù � Ü ä

ßRÇ Ò�Õ�Ì Ò Õ ÖRÄ
G = (V,E)

á�Õ;õ�Å Í Ð Ç Ò
w
Ç Æ

RE Ê Ô6Ô Õ Ê ×2Ð Ç�ñ�Å�Õ;Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ È
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�É�Ä�Å Ë�Å õ Å Ò w

Ô Õ Ð Ê Ô Ó�Å ÔkÐ Ä�ÅgÆ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌ6ÖRÒ Ç Ö�Å Ò Ð Ê Å Ô � Ð Ä�Å}Å Ë Ð Ò ô;Ç Æ
w
Í Ç Ò Ò Å Ô Ö�Ç Ë�×�Ê ËRÌ;Ð Ç

e ∈ E
ñ�Å Ê ËRÌ�×RÅ Ë�Ç Ð Å ×

w(e)
Õ Ë�×

w(A) = Σe∈Aw(e)
á<Æ Ç Ò

A ⊆ E
!��

• 0 ≤ w(e) ≤ 1
Æ Ç ÒgÅ Õ Í Ä�Å ×�Ì Å

e
Ç Æ

G
á

• w(δ{v}) = 1
Æ Ç Ò�Å Õ Í Ä;õ�Å Ò Ð Å ò

v
Ç Æ

G
á

• w(δX) ≥ 1
Æ Ç ÒgÅ Õ Í Ä

X ⊆ V
Ç Æ+Ç�×R×�Í Õ Ò ×�Ê Ë�Õ È Ê Ð ô ä

Ã�Ä�Å;Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ö�Ç È ô�Ð Ç Ö	Å�Ê Ô6Ð Ä�Å�Í Ç Ë�õ Å òÎÄ�ÑRÈ È}Ç Æ�Ð Ä�Å;Ô Å Ð�Ç Æ}Ê Ë�Í Ê ×RÅ Ë�Í Å
õ Å Í Ð Ç Ò Ô�Ç ÆgÖ�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô�Ç Æ G

ä ð ËÞÙ / Ü � × ó Ç Ë�×RÔ�Ô Ä�Ç ÉkÅ ×�Ð Ä�Õ Ð�Õ�õ Å Í Ð Ç Ò
w ∈ RE ñ	Å È Ç ËRÌ�Ô�Ð Ç-Ð Ä�Å�Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ö�Ç È ô�Ð Ç Ö	Å}Ç Æ G

Ê Æ+Õ Ë�×;Ç ËRÈ ô�Ê Æ+Ê ÐgÊ ÔgÕ
Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ È�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ

�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò á�ÉkÄ�Å Ë
χA ×RÅ Ë�Ç Ð Å Ô�Ð Ä�Å-Í Ä�Õ Ò Õ Í Ð Å Ò Ê Ô Ð Ê Í}õ�Å Í Ð Ç Ò}Ç Æ�Ð Ä�Å-Å ×�Ì�Å-Ô Å Ð AÉkÅ�ÉkÊ È È�Ñ�Ô ÅgÐ Ä�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ�Ð Ç�Ç È �

� é 4�4���� Ù � Ü ï�� �
w
� ��� �  � � 
 � � ��� �����  � � � 
,��� 
 � ��� � ��� �-���  � ���

G = (V,E)� ��.
c ∈ RE � 
 ��� � G

��� �(�����  � � � 
���� 
 � ��� � �
M
� ;�� ��
 ��� 


c.χM ≥ c.w �
���  �

.
. � ��� 
 � ��
 ����� � � � � ,�� � . ;�� 
 <
		�  � � � �  � 
 ���  ��� � � � 
 ��� ;�� �	�����  � � � 
,��� 
 � ��� ���

M

 ��� 
�� � ��
 � � ���(� � � � 
 � ��� ���(� . ���(� ��� � � �	� . � ��� ;�


C �
� 
 �

w(C) = 1
<

ð Ð+Ê Ô+Ô Ä�Ç É�Ë-Ê Ë�Ù � Ü á�Õ ó Ç ËRÌ}Ç Ð Ä�Å Ò+Ò Å Ô ÑRÈ Ð Ô á Ð Ä�Õ Ð<Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ð�Å ò�Ê Ô Ð+ÕgÖ	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRö
Ê ËRÌ

M1
Ð Ä�Õ ÐkÊ Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô�Õ È È�Å ×�Ì Å�Í ÑRÐ Ô�Ç Æ<Ô Ê � Å

3
Ê Ë Ð Ç-Õ-Ô Ê ËRÌ È Å�Å ×�Ì Å�Õ Ë�×�Õ}Ö	Å Ò Æ Å Í Ð

ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M2
Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

|M2 − M1| ≥
4
15 |E(G)|

ä 1ØÄ�Å Ë�Ð Ä�ÅgÌ Ò Õ ÖRÄ;Ä�Õ Ô
n
õ�Å Ò ö

Ð Ê Í Å Ô á	Ô Ê Ë�Í Å�Ð Ä�Å}Ô Ê � Å}Ç Æ�Õ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ê Ô�ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô n
2

áRÊ Ð ó Ñ�Ô Ðgñ	Å�Ö�Ç Ê Ë Ð Å ×
Ç ÑRÐ�Ð Ä�Õ Ð

|M1 ∩ M2| ≤
n
10

ä
� ñ�Ô Å Ò õ�Å�Ð Ä�Õ ÐgÐ Ä�Å Ò Å�Ê ÔgÕ Ë�Õ È Ð Å Ò Ë�Õ Ð Å}ÖRÒ Ç�Ç Æ+Ç Æ�Ã�Ä�Å Ç Ò Å ó �-Ê Ë;Ð Å Ò ó ÔgÇ Æ<Æ Ò Õ Í ö

Ð Ê Ç Ë�Õ È<Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô ä à Ç Ë�Ô Ê ×RÅ ÒgÊ Ë�×RÅ Å ×�Õ6Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M
Ð Ä�Õ Ð�×RÇ�Å Ô

Ë�Ç Ð6Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Õ Ë ô2Ç�×R×0Å ×�Ì�Å6Í ÑRÐ ä�10Å�×RÅ ÓRË�Å6Õ�Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ ÈkÖ	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ0Õ Ô
Æ Ç È È Ç ÉgÔ �

w(e) = 0
É�Ä�Å Ë

e ∈ M
Õ Ë�×

w(e) = 1
2

Ç Ð Ä�Å Ò É�Ê Ô Å ä��Ê õ Å Ë�Õ Ë�Ç�×R×6Ô Å Ð�Ç Æ
õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô á�Ô Õ ô

X
á
δX
Ê ÔkÕ Ë;Ç�×R×�Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐkÉkÄRÊ Í Ä;Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô

M
Ê Ë;Õ-Ç�×R×�Ë Ñ ó ñ�Å Ò

Ç Æ�Å ×�Ì Å Ô á<Ô Ê Ë�Í Å
δX * M

á
w
Ê Ô}Õ�Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ È+Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ä�ù�ô &�Å ó-ó Õ	)

Ð Ä�Å Ò ÅgÊ Ô�Õ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M ′ Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

c.χM ′

> c.w =
1

2
×

2

3
× |E| =

n

2
.
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1ÎÄ�Å Ë
c = 1 − χM á�Ô Ê Ë�Í Å c.χM ′

= |M ′\M |
ÉkÅgÄ�Õ õ�Å

|M ′\M | = n
2 = |M ′|

Õ Ë�×
Ð Ä�Ñ�Ô

M ∩ M ′ = ∅
ä ð Ð�Æ Ç È È Ç ÉgÔkÐ Ä�Õ Ð

χ′(G) = 3
ä

ú	ï ú	ï��"�$# �Rç<ê é ��2�é í � é ê ë�4���ë ê 5�� ç�6��
&�Å Ð

M
ñ	Å-Õ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ç ÆkÕ�Í ÑRñRÊ Í-Ì Ò Õ ÖRÄ2Õ Ë�×�È Å Ð C = {C1, C2 . . . Ck}ñ	Å6Ð Ä�Å / ö Æ Õ Í Ð Ç Ò

GM

ä
A ⊆ M

Ê Ô-Õ : � � � � � � . M
ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�É�Ä�Å Ë�Å õ Å Ò-Ð Ä�Å Ò Å6Ê Ô

Õ6Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M ′ Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð M ∩ M ′ = A
ä�Ã�Ä�Õ Ð ó Å Õ Ë�Ô�Ð Ä�Õ Ð�Å Õ Í Ä0Ç�×R×

Í ôRÍ È Å�Ç Æ
C
Ê Ô-Ê Ë�Í Ê ×RÅ Ë Ð6Ð Ç�Õ ËÎÇ�×R×0Ë�Ñ ó ñ	Å Ò�Ç Æ�Å ×�Ì Å Ô-Ê Ë A

Õ Ë�×2Ð Ä�Å�Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä�Ô
×RÅ Ð Å Ò ó Ê Ë�Å ×�ñ�ô6Ð Ä�ÅgÅ Ë�×RÔ�Ç Æ A∩M ′ Ç Ë�Ð Ä�Å�Í ôRÍ È Å ÔkÇ Æ C Ê Ë�Í Ê ×RÅ Ë Ð�Ð Ç A

Ä�Õ õ Å�Ç�×R×
È Å ËRÌ Ð Ä�Ô ä

� é 4�4����	ï'9 � 

M : �(�0���  � � � 
���� 
 � ��� � ��� ��� � ; : � � �  � ��� G

<�� ��� 
 � ��� ���
A� ��� : � � � ��� � . M = ��� 
 � ��� � ��� �0� � .�� ��� ��� � 
 ����� � ����� � 
 � . � � � ��� ��� ��
 �(� � GM−A�  ��� � 
 ��� �� . .0��� 
 � �(� �� � � �-� � � � � � <

Proof.
 Ê Ë�Í Å

GM
Ê Ô6Õ

2
ö Æ Õ Í Ð Ç Ò�Ç Æ

G
ákÐ Ä�Å;Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×ØÍ Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð Ô�Ç Æ�Ð Ä�Å

Ô ÑRñRÌ Ò Õ ÖRÄ2Ê Ë�×�Ñ�Í Å ×0ñ ô
V (G) − V (A) ó Ñ�Ô Ð}ñ�Å6Í ôRÍ È Å Ô}Ç Ò}Ö�Õ Ð Ä�Ô ä  Ê Ë�Í Å A

Ê Ô}Õ
ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×

M
ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�á Ð Ä�ÅkÍ Ç ËRË�Å Í Ð Å ×6Í Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð Ô+Ç Æ�Ð ÄRÊ Ô�Ì Ò Õ ÖRÄ ó Ñ�Ô Ð<ñ�Å�Å õ�Å Ë

Í ôRÍ È Å ÔgÇ ÒgÇ�×R×�Ö�Õ Ð Ä�Ô ä
à Ç Ë õ�Å Ò Ô Å È ô á<Õ Ô Ô Ñ ó Å}Ð Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å6Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×0Í Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð Ô�Ç Æ GM − V (A)

Õ Ò Å
Ç�×R×�Ö�Õ Ð Ä�Ô�Ç Ò�Å õ�Å Ë0Í ôRÍ È Å Ô ä &�Å Ð

A′ ñ	Å}Õ6Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ;Ç Æ GM − V (A)
á	ÉkÅ

Ô Å Ð
M ′ = A ∪ A′ Õ Ë�×�ÉkÅ}Õ Ò Å�×RÇ Ë�Å ä

� é 4�4����	ï � :  � . � � � � � �,� ; : � � �  � ���(� � ��
 � � ��� 3
� � ��� ��
 �  � � � 
 � ��� ���  � � � 
 ��� 
 � � =� � �	� � � � .	� ��� ��� ��
 ���  ��� � � ���  � � � 
���� 
 � ��� ���
M

� � .�

�
� : � � � ��� � . . � � % � � ��


: � � � � � � . M = ��� 
 � ��� � � � <

Proof.
÷ Ô Ô Ñ ó Å6Ð Ä�Õ Ð M1

á
M2
á
M3

Õ Ò Å6Ð ÄRÒ Å Å6Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô6Ç Æ G
Ô Ñ�Í Ä

Ð Ä�Õ Ð
M1 ∩ M2 ∩ M3 = ∅

ä &�Å Ð
M = M1

á
A = M1 ∩ M2

Õ Ë�×
B = M1 ∩ M3

ä
 Ê Ë�Í Å

A∩B = M1 ∩M2 ∩M3
á
A
Õ Ë�×

B
Õ Ò Å�Ð ÉkÇ}ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×

M
ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô�É�Ê Ð Ä

Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�ä
à Ç Ë õ�Å Ò Ô Å È ô á�Õ Ô Ô Ñ ó Å�Ð Ä�Õ Ð M

Ê ÔkÕ}Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ6Õ Ë�×�Ð Ä�Õ Ð A
Õ Ë�×

B
Õ Ò Å

Ð ÉkÇ�ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×
M
ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô}ÉkÊ Ð Ä2Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�ä &�Å Ð M1 = M

á
M2
ñ	Å

Õ6Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ;Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð M2 ∩ M1 = A
Õ Ë�×

M3
ñ�Å}Õ6Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ

Ô Ñ�Í Ä0Ð Ä�Õ Ð
M3 ∩ M1 = B

ä�12Å}Ä�Õ õ�Å
M1 ∩ M2 ∩ M3 = A ∩ B

Õ Ë�×�Ð Ä�Å-Ð ÄRÒ Å Å
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô M1

á
M2
Õ Ë�×

M3
Ä�Õ õ Å}Õ Ë�Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�ä
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10Å�ÓRÒ Ô Ð<ÖRÒ Ç õ Å�Ð Ä�Õ Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å +�Ä�Ç È ×RÔ<Ð Ò Ñ�Å+Æ Ç Ò�ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô+Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô<Ä�Õ õ�Ê ËRÌ
È Å Ô ÔkÐ Ä�Õ Ë

50
õ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô

7 5<é æ�í é 4?î��	ï'9 � 

G : �(� :  � . ��� � � � �(� ; : � � �  � ����� ���  . �  n < 50

<�� ���  �(�  �
���  � � � 
0��� 
 � ��� ��� �

M
� � .

M ′ � ;�� �	
 ��� 
 M ∩ M ′ . � � ��� � 
 � � ��
 � � ��� �$��� . ���
� ;�
 <

Proof.
10Å�Ý�Ë�Ç É0Æ Ò Ç ó Ù � Ü�Ð Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ð<Å ò�Ê Ô Ð<Õ�Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M

É�ÄRÊ Í Ä
Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð ÔkÕ È È�Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐ Ô+Ç Æ�Ô Ê � Å

3
Ê Ë Ð Ç}Õ�Ô Ê ËRÌ È Å�Å ×�Ì Å�Õ Ë�×6ÕgÖ�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M ′Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð

|M ∩ M ′| ≤ n
10

ä ð Ð�Ê Ô�Õ Ô Ô Ñ ó Å × n < 50
á�Ð Ä�Ñ�Ô

|M ∩ M ′| < 5
ä
	gÅ Ë�Í Å

Õ Ë2Ç�×R×�Å ×�Ì�Å6Í ÑRÐ á<Ô Õ ô
C
Ê Ë

M ∩ M ′ ó Ñ�Ô Ð�ñ�Å-Ç ÆkÔ Ê � Å 3
á�ñRÑRÐ}Õ�Ô Ñ�Í Ä0Å ×�Ì�Å6Í ÑRÐ

Í Õ ËRË�Ç ÐgÅ ò�Ê Ô Ð�Ô Ê Ë�Í Å
M
Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô

C
Ê Ë;ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô;Ç Ë�Å�Å ×�Ì�Å ä

&�Å Ð�Ñ�ÔkË�Ç É Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ ÒgÍ ôRÍ È Ê Í�Å ×�Ì�Å�Í Ç ËRË�Å Í Ð Ê õ�Ê Ð ô�Ê Ë;Í ÑRñRÊ ÍgÌ Ò Õ ÖRÄ�Ô ä

7 5<é æ�í é 4?î�îRï�9 � 

G : � ��� ; : � � �  � ��� � �,�  . �  n �

� 
 ��� � � � � � � . � �0� � ��� � � 
 � � � 
 �
k ≥ 3

<���� �(� �0
 ��� � � � � �
�
� ���(��� � . � <

1
<� ���  �,�  ��


�
� ���  � � � 
 ��� 
 � ��� � � �

M
� ��.

M ′ � ;�� ��
 ��� 
 |M∩M ′|≤ n

2(2b k
2
c+3)

<

2
<��$� ,� � �  �,���  � � � 
2��� 
 � ��� ���

M

 ���  �,� �,� � � . ��� � ;�
2� � � � � �

2bk
2 c+1

� ��
 �  � � �
� � ��
 � � � � . � �

M
<

Proof.
ß�Ç Ò�Í Ç Ë�õ Å ËRÊ Å Ë�Í Å�ÉkÅgÔ Å Ð

s = 2bk
2 c+3

ä'&�Å Ð
M
ñ�Å�Õ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ

Ð Ä�Õ Ð�×RÇ�Å Ô6Ë�Ç Ð�Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë Õ Ë�ôÎÇ�×R×ØÅ ×�Ì Å�Í ÑRÐ�Ç Æ}Ô Ê � Å
s − 2

ä ÃkÄ�Å�Ì Ò Õ ÖRÄØñ	Å Ê ËRÌ
Í ôRÍ È Ê Í Õ È È ô

k
ö Å ×�Ì Å}Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×

s − 2
Ê Ô�Ð Ä�Å ó Ê ËRÊ ó Ñ ó Ô Ê � Å�Ç Æ+Õ Ë;Ç�×R×�Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐ�Ê Ë

G
ä 12Å�Ô Å Ð

w(e) = 1
s

ÉkÄ�Å Ë
e ∈ M

Õ Ë�×
w(e) = s−1

2s

Ç Ð Ä�Å Ò É�Ê Ô Å ä ð Æ
X
Ê Ô�Õ Ë;Ç�×R×

Ô Å Ð�Ç Æ�õ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô á
δX
Ê Ô�Õ Ë;Ç�×R×�Å ×�Ì Å�Í ÑRÐ�Ç Æ<Ô Ê � Å�Õ ÐkÈ Å Õ Ô Ð

s− 2
ä ð Æ

|δX| ≥ s
Ð Ä�Å Ë

w(δX) ≥ 1
ä ð Æ

|δX| = s − 2
Ð Ä�Å Ë�Ð Ä�Å Ò Å}Õ Ò Å}Õ Ð�È Å Õ Ô Ð

2
Å ×�Ì Å ÔgÇ Æ

δX
É�ÄRÊ Í Ä�Õ Ò Å

Ë�Ç Ð�Ê Ë
M
Õ Ë�×

w(δX) ≥ 1
Õ Ì�Õ Ê Ë�ä�	gÅ Ë�Í Å

w
Ê ÔkÕ-Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ È�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ä

÷ ÖRÖRÈ ô�Ê ËRÌ &�Å ó6ó Õ )�É�Ê Ð Ä c = 1 − χM ÉkÅgÌ�Å Ð�Õ}Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�á�Ô Õ ô M ′Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð
c.χM ′

≥ c.w = n × s−1
2s

ä  Ê Ë�Í Å
c.χM ′

= |M ′ − M |
Õ Ë�×

|M ′| = n
2

Ê Ð
Æ Ç È È Ç ÉgÔkÐ Ä�Õ Ð

|M ∩ M ′| ≤ n
2s

á�Õ Ô�Í È Õ Ê ó Å ×	ä

7 5<é æ�í é 4?îRú�ï�9 � 

G : � ��� ; : � � �  � ��� � �,�  . �  n �

� 
 ��� � � � � � � . � �0� � ��� � � 
 � � � 
 �
k ≥ 4

< � �
n < 2(2bk

2 c + 3)(2bk
2 c + 1) �


 ��� �-
 ���  ���  ��

�
�(���  � � � 
 ��� 
 � ��� � � �

�
��� � ��� ��
 �  � � � 
 � � �-. � � ��� � 
�� � ��
 � � �-� ��� � . .�� . � ��� ;�
 <
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Proof.
� Ë�Í Å6Õ Ì Õ Ê Ë2ÉkÅ6×RÅ Ë�Ç Ð Å

s = 2bk
2 c + 3

ä 10Å�Í Õ Ë2Õ Ô Ô Ñ ó Å-Ð Ä�Õ Ð-Å õ�Å Ò ô
Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ0Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô-Õ Ë2Ç�×R×2Å ×�Ì Å�Í ÑRÐ-Ç Æ�Ô Ê � Å s − 2

ä � Ð Ä�Å Ò É�Ê Ô Å á+Æ Ò Ç ó
Ã�Ä�Å Ç Ò Å ó â â�Ð Ä�Å Ò ÅgÕ Ò ÅkÐ ÉkÇ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô�ÉkÄ�Ç Ô ÅkÊ Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô�È Å Ô Ô
Ð Ä�Õ Ë n

2s
= s − 2

Å ×�Ì Å Ô�Õ Ë�×�ÉkÅ}Õ Ò Å�×RÇ Ë�Å ä
&�Å Ð

M
ñ�Å�Õ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ6Ç Æ G ä212ÅgÔ Å Ð w(e) = 1

s−2

ÉkÄ�Å Ë
e ∈ M

Õ Ë�×
w(e) = s−3

2(s−2)

Ç Ð Ä�Å Ò ÉkÊ Ô Å ä-ÃkÄ�Å}ÉkÅ Ê Ì Ä Ð-Ç ÆkÕ Ë0Å ×�Ì�Å}ñ�Å Ê ËRÌ;Õ Ð�È Å Õ Ô Ð 1
s−2

Õ Ë�×0Õ Ë
Ç�×R×�Å ×�Ì Å�Í ÑRÐkÄ�Õ õ�Ê ËRÌ6Õ ÐkÈ Å Õ Ô Ð

s− 2
Å ×�Ì Å Ô á

w
Ê ÔkÕ}Æ Ò Õ Í Ð Ê Ç Ë�Õ È�Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ä

ð Æ
c = 1 − χM á�ñ�ô &�Å ó-ó Õ )�Ð Ä�Å Ò Å�Ê Ô�Õ}Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M ′ É�ÄRÊ Í Ä�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô

Ê Ë�Õ-Ô Ê ËRÌ È Å�Å ×�Ì�Å�Å õ�Å Ò ô�Å ×�Ì�Å�Í ÑRÐ
C
Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

w(C) = 1
ä

ð Ë�Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�ÉkÅ�Ý�Ë�Ç ÉÞÐ Ä�Õ Ð
c.χM ′

≥ c.w
á�Ê Ë�Ç Ð Ä�Å Ò�ÉkÇ Ò ×RÔ

|M ∪ M ′| ≥ 2
3 ×

|E|× s−3
2(s−2) = n

2 ×
s−3
s−2

ä à Ç Ë�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Ð È ô
|M ∩M ′| ≤ n

2(s−2)

ä  Ê Ë�Í Å
n < 2s(s−2)ÉkÅ�Ä�Õ õ Å�Ð Ä�Õ Ð

|M ∩ M ′| ≤ s
ä

÷ Ô Ô Ñ ó ÅkÐ Ä�Õ Ð M ∩M ′ Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�ÔkÕ Ë�Ç�×R×6Å ×�Ì ÅgÍ ÑRÐ C
ä+ù�ô}Ð Ä�Å�Õ ñ�Ç õ Å�Ò Å È Õ Ð Ê Ç Ë

|C| = s− 2
Õ Ë�×6Ð Ä�Å Ë

w(C) = 1
áRÕ}Í Ç Ë Ð Ò Õ ×�Ê Í Ð Ê Ç Ë;Ô Ê Ë�Í Å

M ′ Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð ÔkÐ Ä�ÅgÅ ×�Ì�Å
Í ÑRÐ ÔgÇ Æ+Ô Ê � Å

s − 2
Ê Ë;Õ6Ô Ê ËRÌ È Å}Å ×�Ì Å ä

÷ Ë6Å òRÕ ó ÖRÈ Å�Ç Æ	Í Ç Ë�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å�Ç Æ	Ã�Ä�Å Ç Ò Å ó â /�Ê Ô<Ð Ä�Õ Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å�+�Õ Ë�×}Ð Ä�Å Ò Å Æ Ç Ò Å
à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å�Û0Ä�Ç È ×�Ð Ò Ñ�Å;Æ Ç Ò�Í ôRÍ È Ê Í Õ È È ô

4
ö Å ×�Ì�Å ö Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×ÎÌ Ò Õ ÖRÄ�Ô6Ä�Õ õ�Ê ËRÌ2È Å Ô Ô

Ð Ä�Õ Ë
70
õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô ä

� é 4��Rí %Øî��	ï '�Õ Ê Ô Å Ò á 'gÒ � È�Õ Ë�×��gÇ Ò Ê Ë�Å6Ê ËØÙ � ÜkÔ Ä�Ç ÉkÅ ×2Ð Ä�Õ Ð�Å õ Å Ò ô0ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô
Í ÑRñRÊ Í}Ì Ò Õ ÖRÄ0Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�ÔgÐ ÉkÇ�Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ÔgÉkÄ�Ç Ô Å�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�Ä�Õ ÔgÕ Ð ó Ç Ô Ð
n
10

Å ×�Ì Å Ô ä;Ã�ÄRÊ Ô�Ò Å Ô ÑRÈ Ð6Ô Ð Ò Å ËRÌ Ð Ä�Å Ë�ß�ÑRÈ Ý Å Ò Ô Ç Ë�Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å ä ð Ë�×RÅ Å ×	á<Ê ÆkÉkÅ6Ä�Õ õ�Å
Õ�Ô Å Ð�Ç Æ

6
Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô�Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð�Õ Ë ô�Å ×�Ì Å-Ç Æ�Õ6ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô ÔgÍ ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ

Ê Ô-Í Ç õ�Å Ò Å ×�Å òRÕ Í Ð È ô0Ð ÉkÊ Í Å�ñ ô0Ð ÄRÊ Ô-Ô Å Ð á<ÉkÅ�Í Å Ò Ð Õ Ê ËRÈ ô2Ä�Õ õ Å�Ð ÉkÇ�Ç Æ�Ð Ä�Å ó É�Ä�Ç Ô Å
Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç ËÎÄ�Õ Ô6Õ Ð ó Ç Ô Ð n

10

Å ×�Ì�Å Ô ä � ñ�Ô Å Ò õ�Å�Ð Ä�Õ Ð6Ð ÄRÊ Ô}ÑRÖRÖ�Å Ò6ñ	Ç ÑRË�×2ÉkÇ ÑRÈ ×
ñ	Å}Ê ó ÖRÈ Ê Å ×�ñ�ô à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å�â ä ÷ Í Ä�Õ È È Å ËRÌ Ê ËRÌ�ø Ñ�Å Ô Ð Ê Ç Ë�Ê ÔgÐ Ä�Ñ�ÔgÐ Ç�Í Ä�Õ Ò Õ Í Ð Å Ò Ê � Å
Ð Ä�Å-ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ Í-Ì Ò Õ ÖRÄ�ÔgÆ Ç ÒgÉkÄRÊ Í Ä n

10

Ê ÔgÇ ÖRÐ Ê ó Õ È ä-Ã�Ä�Å��<Å Ð Å Ò Ô Å Ë0Ì Ò Õ ÖRÄ�Ê Ô
Ç ñ�õ�Ê Ç Ñ�Ô È ô�Ô Ñ�Í Ä�Õ�Ì Ò Õ ÖRÄ�á�ñRÑRÐ�Ë�Ç}Ç Ð Ä�Å Ò�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ê Ô+Ý�Ë�Ç ÉkË�ÉkÊ Ð Ä�Ð Ä�Õ Ð�ÖRÒ Ç Ö	Å Ò Ð ô�Õ Ë�×
ÉkÅ}Í Õ Ë;Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å�Ð Ä�Õ Ð�Ð ÄRÊ ÔkÊ ÔkÐ Ä�Å�Ç ËRÈ ô�Ì Ò Õ ÖRÄ�ä

Ã�Ä�Å Ç Ò Å ó â âkÕ ñ	Ç õ�Å�Ô Õ ôRÔ�Ð Ä�Õ Ð<Ê Ë-ÕgÍ ôRÍ È Ê Í Õ È È ô 4
ö Å ×�Ì�ÅkÍ Ç ËRË�Å Í Ð Å ×-Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ�á

ÉkÊ Ð ÄÞÍ ÄRÒ Ç ó Õ Ð Ê Í;Ê Ë�×RÅ ò 4
ágÅ Ê Ð Ä�Å Ò�ÉkÅ�Í Õ ËØÓRË�×ÎÐ ÉkÇ2Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô�É�Ä�Ç Ô Å

Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç ËØÄ�Õ Ô�Õ Ð ó Ç Ô Ð n
14

Å ×�Ì Å Ô�Ç Ò�Å õ�Å Ò ôÎÐ ÉkÇ0Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô�Ä�Õ Ô�Õ Ë
Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç ËÚÍ Ç Ë Ð Õ Ê ËRÊ ËRÌ Õ ËÚÇ�×R× Í ÑRÐ Ô Å Ð0Ç Æ�Ô Ê � Å

5
á-ÕØÔ ÑRÖRÖ	Ç Ò Ð�Ð ÇÎÐ Ä�Å2Õ ñ	Ç õ�Å

Í Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å ä



� / / F�Á K�Á<N+O<L�P<L�GRQ�H<I�SÎF	Á TÎÁ�W�H<I�X�G�U	Y�G

��Á��6I 
�L	�	V M��}U	H	M	GRH���+�G�6U	H<YRX	�
ð Ë;Ù ) Ü '�Õ Ê Ô Å Ò�Õ Ë�×��gÕ Ô Ö�Õ Ñ�×-ÖRÒ Ç õ�Å ×-Ð Ä�Õ Ð à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å�Û�Ä�Ç È ×RÔ+Ð Ò Ñ�ÅkÆ Ç Ò+ñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô
Í ÑRñRÊ Í}Ì Ò Õ ÖRÄ�Ç Æ�Ç�×R×�Ë�Å Ô Ô�Ð ÉkÇRä ð Ë;Ð Ä�Å}Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ�ÉkÅ}ÖRÒ Ç õ�Å}Õ�Ô Ð Ò Ç ËRÌ Å ÒgÒ Å Ô ÑRÈ ÐgÆ Ç Ò
Í ÑRñRÊ Í�ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô ÔkÐ Ò Õ Í Å Õ ñRÈ Å�Ì Ò Õ ÖRÄ�Ô ä

#�ï î�ï���ç��Rì���� # � �Rí � 6�í �$2�5
&�Å Ð}Ñ�Ô-Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò-Õ 	gÕ ó Ê È Ð Ç ËRÊ Õ Ë�Ö�Õ Ð Ä�Ç Æ G

ä ð Ð�É�Ê È È�ñ�Å6Í Ç Ë õ�Å ËRÊ Å Ë�Ð-Ð Ç;×RÅ Ë�Ç Ð Å
Ð Ä�Å}õ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô�Ç Æ

G
Õ ÔgÊ Ë�Ð Å Ì�Å Ò Ô�Æ Ò Ç ó 1

Ð Ç
n
Õ Ë�×;Ð Ä�Å�	gÕ ó Ê È Ð Ç ËRÊ Õ Ë�Ö�Õ Ð Ä�ÉkÊ È È+ñ	Å

ó Å Ò Å È ô2×RÅ Ë�Ç Ð Å × 1 . . . n
ä 	gÅ Ë�Í Å

ij
�
i 6= j ∈ {1 . . . n})

×RÅ Ë�Ç Ð Å Ô-Õ Ë�Å ×�Ì Å�Ç Æ
GÉkÄRÊ È Å�Ð Ä�Å}Å ×�Ì Å�Ï Ç Ê ËRÊ ËRÌ

i
Ð Ç

i + 1
�
1 ≤ i ≤ n − 1

! É�Ê È È	ñ�Å�×RÅ Ë�Ç Ð Å ×
ei
ä

 ÑRÖRÖ	Ç Ô Å-Ð Ä�Õ Ð}Í ÄRÒ Ç ó Õ Ð Ê Í-Ê Ë�×RÅ ò0Ç Æ G
Ê Ô

4
á�ÉkÅ�Í Õ Ë2Í Ç È Ç ÑRÒ}Ð Ä�Å6Å ×�Ì�Å Ô}Ç Æ

GÊ Ë;Ð Ä�ÅgÆ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌ�ÉkÕ ô äkÃkÄ�Å}Å ×�Ì Å Ô
ei

�
1 ≤ i ≤ n − 1

! Ç Æ<Ð Ä�Å�	gÕ ó Ê È Ð Ç ËRÊ Õ Ë;Ö�Õ Ð Ä
Õ Ò Å�Õ È Ð Å Ò Ë�Õ Ð Å È ô;Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä

α
Õ Ë�×

β
� Ð Ä�ÅgÓRÒ Ô ÐgÅ ×�Ì Å

e1
ñ	Å Ê ËRÌ6Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä

α
! ä�ÃkÄ�Å�Ò Å ó Õ Ê ËRÊ ËRÌ6Å ×�Ì�Å ÔkÕ Ò ÅgÍ Ç È Ç ÑRÒ Å ×�ÉkÊ Ð Ä γ

É�Ê Ð Ä�Ð Ä�ÅgÅ òRÍ Å ÖRÐ Ê Ç Ë;Ç Æ<Ç Ë�ÅgÅ ×�Ì�Å
Ê Ë�Í Ê ×RÅ Ë ÐgÉkÊ Ð Ä

1
Õ Ë�×�Ç Ë�Å�Å ×�Ì�ÅgÊ Ë�Í Ê ×RÅ Ë ÐgÉkÊ Ð Ä

n
ä+Ã�Ä�Å Ô ÅgÐ ÉkÇ6Å ×�Ì�Å Ô�Õ Ò Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×

ñ ô
δ
ä�Ã�Ä�Å6Ô Å Ð

Mα
Ç Æ�Å ×�Ì Å Ô}Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×0ÉkÊ Ð Ä

α
Ê Ô}Õ�Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ0Õ Ë�×0Ð Ä�Å

2
ö Æ Õ Í Ð Ç Ò

GMα = {C1, . . . , Ck}
Ê Ô+Í Ç ó Ö�Ç Ô Å ×6Ç Æ�Õ�Ô Å Ð+Ç Æ	Å õ�Å Ë6Í ôRÍ È Å Ô<É�Ä�Ç Ô Å�Å ×�Ì Å Ô

Õ Ò ÅkÍ Ç È Ç ÑRÒ Å ×
β
Ç Ò

γ
Õ Ë�×}Ð ÉkÇ�Ç�×R×}Í ôRÍ È Å Ô

C1
Õ Ë�×

Ck

ä21ÎÊ Ð Ä�Ç ÑRÐ<È Ç Ô Ô+Ç Æ�Ì�Å Ë�Å Ò Õ È Ê Ð ô
ÉkÅ}Ô ÑRÖRÖ	Ç Ô ÅgÐ Ä�Õ Ð

1
Ê Ô�Õ}õ�Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

C1
Õ Ë�×

n
Ê Ô�Õ}õ�Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

Ck

ä

7 5<é0é ��6�é �
emin(C)

�Rç��
emax(C)

ï ßRÇ Ò
C ∈ {C1, C2, . . . , Ck}

ÉkÅ6×RÅ Ë�Ç Ð Å
max(C)

Ð Ä�ÅgÌ Ò Å Õ Ð Å Ô Ð�Ê Ë�×RÅ ò
i
Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

ei
Ê Ô�Õ Ë;Å ×�Ì�Å�Ç Æ

C
áRÔ Ê ó Ê È Õ Ò È ô min(C)×RÅ Ë�Ç Ð Å Ô<Ð Ä�ÅkÔ ó Õ È È Å Ô Ð<Ê Ë�×RÅ ò i

Ô Ñ�Í Ä-Ð Ä�Õ Ð
ei
ñ	Å È Ç ËRÌ�Ô<Ð Ç

C
ä � ñ�Ô Å Ò õ�Å�Ð Ä�Õ Ð

max(C)Õ Ë�×
min(C)

Õ Ò ÅkÅ õ Å Ë-Ë�Ñ ó ñ	Å Ò Ô+Õ Ë�×}Ð Ä�Õ Ð+Ð Ä�ÅkÍ Ç Ò Ò Å Ô Ö�Ç Ë�×�Ê ËRÌ}Å ×�Ì Å Ô+Õ Ò ÅkÍ Ç È Ç ÑRÒ Å ×
ÉkÊ Ð Ä

β
ä0�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò�Ð Ä�Å-Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô�Ç Æ

emin(C)
Õ Ò Å

min(C)
Õ Ë�×

min(C) + 1
Õ Ô

ÉkÅ È È+Õ ÔkÐ Ä�Å�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð ÔgÇ Æ
emax(C)

Õ Ò Å
max(C)

Õ Ë�×
max(C) + 1

ä
� ñ�Ô Å Ò õ�Å<Ð Ä�Õ Ð

min(C)
Õ Ë�×

max(C)
Õ Ò Å+Õ È ÉkÕ ôRÔ<×RÅ ÓRË�Å ×�Õ Ë�×gÐ Ä�Õ Ð

min(C) =
max(C)

Ê Æ<Õ Ë�×�Ç ËRÈ ô�Ê Æ
C
Ê Ô�Õ-Ð Ò Ê Õ ËRÌ È Å ä

7 5<é�� é ��ì<é ç<ê é
(Γj)j=1...h

ï 12Å-×RÅ ÓRË�Å-Õ�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...h

á
2 ≤ h ≤ k

á
Ç Æ ó Å ó ñ	Å Ò ÔgÇ Æ {C1, . . . , Ck}

Õ ÔkÆ Ç È È Ç É�Ô �

•
10Å}Ô Å Ð

Γ1 = C1
ä

•
ð Æ

max(Γj) < min(Ck)
áRÔ Ê Ë�Í Å�Ð Ä�Å�Å ×�Ì Å

emax(Γj )+1
Ê Ô�Ë�Ç Ð�Õ}ñRÒ Ê ×�Ì ÅgÐ Ä�Å Ò Å�Ê Ô

Õ6Í ôRÍ È Å
C
Ê Ë

GMα

ÉkÊ Ð Ä
min(C) < max(Γj) < max(C)

ä ÷ ó Ç ËRÌ�Õ È È<Ô Ñ�Í Ä
Í ôRÍ È Å Ô á È Å Ð�Ñ�Ô�×RÅ Ë�Ç Ð Åkñ�ô

Γj+1
Ð Ä�ÅgÍ ôRÍ È Å

C
Æ Ç Ò+É�ÄRÊ Í Ä

max(C)
Ê Ô ó Õ ò�Ê ó Ñ ó ä

•
ð Æ

max(Γj) > min(Ck)
áRÉkÅ}Ô Å Ð

h = j + 1
Õ Ë�×

Γh = Ck

ä
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� ñ�Ô Å Ò õ�ÅgÐ Ä�Õ Ð�ñ�ô�Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë�á�ÉkÄ�Å Ë
h = 2

áRÉkÅgÄ�Õ õ�Å

1 < min(Γ2) = min(Ck) < max(C1) = max(Γ1) < n

Õ Ë�×�ÉkÄ�Å Ë
h > 2

áRÉkÅ�Ä�Õ õ Å

min(Γj) < max(Γj−1) < min(Γj+1) < max(Γj) 1 < j < h

Õ Ë�×
min(Γh) = min(Ck) < n.

1
n

min(Γ2)

min(Γ2) + 1

min(Γj)

min(Γj) + 1

min(Γh)

min(Γj+1)

min(Γj+1) + 1

max(Γ1)

max(Γ1) + 1

max(Γj)

max(Γj−1)

max(Γj−1) + 1

max(Γh−1)

max(Γh−1) + 1

min(Γh) + 1

max(Γj) + 1

� � � � � ��� ¢	�+�6� � � � � � � � �}� � � � ���  +� � �
h > 2 � ¢

��ç �Rì��	� # � �Rí � 6�í �$2�5
H
ï 10Å+Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò<Õ Ë}Õ ÑRò�Ê È Ê Õ Ò ôgÌ Ò Õ ÖRÄ

H
á ÉkÄ�Å Ò Å

V (H) =
V (G)

Õ Ë�×
E(H)

Ê Ô�Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×�Æ Ò Ç ó E(G)
Õ ÔkÆ Ç È È Ç É�Ô � Ô Å Å�ß<Ê Ì ÑRÒ Å6â ! �

•
10Å�×RÅ È Å Ð Å�Ð Ä�Å;Å ×�Ì Å Ô

emax(Γ1)
Õ Ë�×

emin(Γh)
Õ Ë�×2Ð Ä�Å�Å ×�Ì�Å Ô

emin(Γj)
Õ Ë�×

emax(Γj )
Ç Æ+Å Õ Í Ä�Í ôRÍ È Å

Γj

�
1 < j < h

! ä
•
 Ê Ë�Í Å

Γj

�
1 < j < h

! Ê ÔgÕ Ë0Å õ�Å Ë0Í ôRÍ È Å á	ÉkÄ�Å Ë0×RÅ È Å Ð Ê ËRÌ�Ð Ä�Å-Å ×�Ì Å Ô
emin(Γj )Õ Ë�×

emax(Γj )
á�ÉkÅÚÌ�Å Ð Ð ÉkÇ Ç�×R× Ö�Õ Ð Ä�ÔÞÉ�Ê Ð ÄBÇ Ë�Å Å Ë�× Ê Ë

{min(Γj),
min(Γj) + 1}

Õ Ë�×ÎÐ Ä�Å;Ç Ð Ä�Å Ò;Å Ë�×�Ê Ë
{max(Γj),max(Γj) + 1}

ágË�Õ ó Å È ô
Pj

Õ Ë�×
P ′

j

ä	10Å6ÖRÑRÐ-Ê Ë
E(H)

Ð ÉkÇ�Ë�Å É Å ×�Ì�Å Ô � ×RÅ Ë�Ç Ð Å ×0Ê Ë2Ð Ä�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ
Õ Ô � . . � 
 � � ��� �	Å ×�Ì�Å Ô ! Ç Ë�Å6Å ×�Ì�Å6Í Ç ËRË�Å Í Ð Ê ËRÌ;Ð Ä�Å6Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô-Ç Æ

Pj
ÉkÄRÊ È Å6Ð Ä�Å

Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô�Ç Æ+Ð Ä�Å-Ç Ð Ä�Å Ò�Å ×�Ì�Å}Õ Ò Å}Ð Ä�Å-Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô�Ç Æ
P ′

j

ä 10Å}ÉkÊ È È+Ô Õ ô;Ê Ë�Ð Ä�Å
Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ;Ð Ä�Õ ÐgÐ Ä�Å}ÓRÒ Ô Ð�Å ×�Ì�Å  � �� � � � ��
 ��Ð Ä�Å}Ö�Õ Ð Ä

Pj

É�ÄRÊ È Å}Ð Ä�Å6Ç Ð Ä�Å Ò}Ç Ë�Å
 � �� � � � ��
 ��Ð Ä�Å�Ö�Õ Ð Ä

P ′
j

ä



� / + F�Á K�Á<N+O<L�P<L�GRQ�H<I�SÎF	Á TÎÁ�W�H<I�X�G�U	Y�G

•
ß�Ê Ë�Õ È È ô áRÉkÅg×RÅ È Å Ð ÅgÕ È È	Ð Ä�Å�Å ×�Ì Å ÔkÇ Æ

G
ñ�Å Ê ËRÌ6Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×6É�Ê Ð Ä

γ
Õ Ë�×

δ
� Ð Ä�Õ ÐkÊ Ô

Ð Ä�Å}Í Ä�Ç Ò ×RÔgÇ Æ<Ð Ä�Å 	gÕ ó Ê È Ð Ç ËRÊ Õ Ë;Ö�Õ Ð Ä ! ä
÷ È È�Ð Ä�Å6õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô}Ç Æ

H
Ä�Õ õ Å�×RÅ Ì Ò Å Å

2
Å òRÍ Å ÖRÐ

6
õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô á<Ë�Õ ó Å È ô 1

á
max(Γ1)

á
max(Γ1) �

â á
min(Γh)

á
min(Γh) + 1

á
n
É�ÄRÊ Í Ä�Ä�Õ õ Å-×RÅ Ì Ò Å Å

1
ä�Ã�Ä�Ñ�Ô�Ð Ä�Å-Í Ç ËRö

Ë�Å Í Ð Å ×�Í Ç ó Ö�Ç Ë�Å Ë�Ð Ô�Ç Æ H Õ Ò ÅkÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô
3
Ö�Õ Ð Ä�Ô+É�Ä�Ç Ô ÅgÅ Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð ÔkÕ Ò Å ó Å ó ñ	Å Ò Ô

Ç Æ
{1,max(Γ1),max(Γ1) + 1,min(Γh),min(Γh) + 1, n}

ä
� æRë ��ë � æ�ç�ï Ã�ÉkÇ-ÉkÕ È ÝRÔgÇ Æ

G
É�Ê È È�ñ	Å}Ô Õ Ê ×

α
ö ×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë�Ð�É�Ä�Å Ë�Å õ Å ÒgÐ Ä�Ç Ô ÅgÉkÕ È ÝRÔg×RÇ

Ë�Ç ÐgÔ Ä�Õ Ò Å}Õ Ë�ô�Å ×�Ì Å}Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�ÉkÊ Ð Ä
α
ä

ð Ë0Ð Ä�Å}Æ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌRá<É�Ä�Å Ë2Õ�Í ÑRñRÊ Í-ñRÒ Ê Ì�Å È Å Ô Ô�Ð Ò Õ Í Å Õ ñRÈ Å
G
Ì Ò Õ ÖRÄ0Ê ÔgÌ Ê õ�Å Ë0ÉkÅ

ÉkÊ È È�Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò-Ð Ä�Å6Ì Ò Õ ÖRÄ
G
Ð Ç Ì Å Ð Ä�Å Ò-ÉkÊ Ð Ä2Ð Ä�Å�Å ×�Ì Å ö Í Ç È Ç ÑRÒ Ê ËRÌ0×RÅ ÓRË�Å ×�Õ ñ�Ç õ Å á

Ð Ä�Å}Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...h

áRÐ Ä�Å}Õ ÑRò�Ê È Ê Õ Ò ô�Ì Ò Õ ÖRÄ
H
Õ Ë�×;Õ È È	Ò Å È Õ Ð Å ×�Ë�Ç Ð Õ Ð Ê Ç Ë�Ô ä
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��� �(� ���(� � . ��� � ��
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C1
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C1
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Proof.
ÃkÄ�Ç Ô Å�ÉkÕ È ÝRÔ�É�Ê È È�ñ�Å�×RÅ Ò Ê õ�Å ×6Æ Ò Ç ó Ð Ä�ÅgÍ Ç ËRË�Å Í Ð Å ×�Í Ç ó Ö�Ç Ë�Å Ë�Ð Ô�Ç Æ�Ð Ä�Å

Õ ÑRò�Ê È Ê Õ Ò ô2Ì Ò Õ ÖRÄ
H
ä ÷ Ô6Õ ó Õ Ð Ð Å Ò�Ç ÆgÆ Õ Í Ð á+É�Ä�Å Ë h = 2

á
H
Ê Ô-Ò Å ×�Ñ�Í Å ×�Ð Ç

3Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä�Ô}Ç Æ
P
á	Ë�Õ ó Å È ô � Q1

�
1...min(Γ2)

á
Q2
�

min(Γ2) + 1....max(Γ1)
Õ Ë�×

Q3
�
max(Γ1) + 1....n

ä 12Å�Í Õ Ë�Ð Ä�Ñ�Ô�Ô ÑRÖRÖ�Ç Ô ÅgÐ Ä�Õ Ð
h > 2

ä
&�Å Ð

Q = x1 . . . xr

ñ�Å}Õ6Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×�Í Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð}Ç Æ H
É�Ê Ð Ä;Ê Ð ÔgÅ Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð

x1Ê Ë
{1,max(Γ1),max(Γ1) + 1}

á�ÉkÅ-ÉkÊ È È+ÖRÒ Ç õ Å6Ð Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å-Ç Ð Ä�Å Ò-Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð
xr
Ç Æ

Q
ñ�Å È Ç ËRÌ Ô�Ð Ç

{min(Γh),min(Γh) + 1, n}
ä &�Å Ð

x
ñ�Å}Ð Ä�Å ó Õ ò�Ê ó Ñ ó Ê Ë�×RÅ ò�Ê Ë

{1, . . . n}
Ç Æ+Õ}õ�Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

Q
ä

å # �$� 4?îRï
x > max(Γh−2)

<

Proof.
ð ÐkÊ Ô�Å Õ Ô ô�Ð Ç-Í Ä�Å Í Ý�Ð Ä�Õ Ð

x > max(Γ1)
ä

ð Æ
x > max(Γj−1)

Õ Ë�×
x ≤ max(Γj)

Æ Ç Ò
1 < j < h − 1

áRÐ Ä�Å Ë;Ð Ä�Å}õ Å Ò Ð Å ò
x ó Ñ�Ô Ð�ñ	Å-Õ�õ Å Ò Ð Å ò0Ç ÆkÇ Ë�Å-Ç Æ+Ð Ä�Å 2

Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä�Ô
max(Γj−1) + 1 . . . min(Γj+1)Ç Ò

min(Γj+1) + 1 . . . max(Γj)
Ç Æ

P
á�Ð Ä Ñ�Ô

x = min(Γj+1)
Ç Ò

x = max(Γj)
ä

ð Ë�ñ�Ç Ð Ä�Í Õ Ô Å Ô á�Ô Ê Ë�Í Å
j < h− 1

Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ðkñ	Å�Ê Ë Q
Ç Ë�Å�õ�Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

{max(Γj+1),
max(Γj+1) + 1}

ä�ù�ÑRÐkÐ Ä�Ç Ô Ågõ�Å Ò Ð Ê Í Å ÔkÄ�Õ õ�Å�Õ Ë�Ê Ë�×RÅ ò�Ì Ò Å Õ Ð Å ÒkÐ Ä�Õ Ë
x
á�Õ-Í Ç Ë�Ð Ò Õ ö

×�Ê Í Ð Ê Ç Ë�ä�ÃkÄ Ñ�Ô
x > max(Γh−2)

ä
2
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å # �$� 44ú�ï Ã�Ä�Å6Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×0Í Ç ó Ö�Ç Ë�Å Ë�Ð Ô}Ç Æ H
Õ Ò Å6Ç�×R×;Ö�Õ Ð Ä�Ô�ÉkÊ Ð Ä2Ç Ë�Å6Å Ë�×�Ê Ë

{1,max(Γ1),max(Γ1)+ 1}
Õ Ë�×6Ð Ä�ÅgÇ Ð Ä�Å Ò�Å Ë�×6Ê Ë

{min(Γh),min(Γh)+ 1, n}
ä

Proof.
ß�Ò Ç ó à È Õ Ê ó â á x > max(Γh−2)

Õ Ë�×2Å Ê Ð Ä�Å Ò
x = min(Γh) = xr

Ç Ò
x = max(Γh−1)

ákÊ ËÎÐ Ä�Õ Ð�Í Õ Ô Å
xr = min(Γh) + 1

ákÇ Ò
x = n = xr

ä à Ç ËRö
Ô Å ø Ñ�Å Ë Ð È ô0Ë�Ç;Í Ç ËRË�Å Í Ð Å ×�Í Ç ó Ö	Ç Ë�Å Ë Ð6Ç Æ H

Í Õ Ë2ñ	Å�Õ�Ö�Õ Ð Ä2ÉkÊ Ð Ä2ñ�Ç Ð Ä2Å Ë�×RÔ}Ê Ë
{1,max(Γ1),max(Γ1) + 1}

áRÐ Ä�Å à È Õ Ê ó Æ Ç È È Ç É�Ô ä
2

Ã�Ç�Õ6Ö�Õ Ð Ä�á�Ô Õ ô
Qs

�
s ∈ {1, 2, 3}

! á�Ç Æ
H
ÉkÅ}Í Õ Ë0Õ Ô Ô Ç�Í Ê Õ Ð Å�Õ Ë�Ç�×R×�ÉkÕ È Ý

Ws

Ç Æ
G
Õ ÔkÆ Ç È È Ç É�Ô �

•
&�Å Ð

qs

ñ�Å�Ð Ä�Å�È Õ Ô Ð�õ Å Ò Ð Å òØÇ Æ
Qs

Ð Ä�Õ Ð�ñ	Å È Ç ËRÌ�Ô6Ð Ç
C1
ÉkÄ�Å ËØÒ ÑRËRËRÊ ËRÌÎÇ Ë

Qs
Æ Ò Ç ó Ê Ð ÔgÅ Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�ÐgÊ Ë {1,max(C1),max(C1) + 1}

ä  Ê ó Ê È Õ Ò È ô�È Å Ð q′s
ñ	Å

Ð Ä�Å6È Õ Ô Ð}õ Å Ò Ð Å ò2Ç Æ
Qs

Ð Ä�Õ Ð}ñ�Å È Ç ËRÌ Ô}Ð Ç
Ck

É�Ä�Å Ë0Ò ÑRËRËRÊ ËRÌ0Ç Ë
Qs

Æ Ò Ç ó Ê Ð Ô
Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð}Ê Ë

{n,min(Ck),min(Ck) + 1}
ä�&�Å Ð

Q′
s

ñ	Å-Ð Ä�Å6Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä2Ç Æ
QsÉkÄ�Ç Ô Å�Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð Ô�Õ Ò Å

qs
Õ Ë�×

q′s
ä

•
� Õ Í Ä � . . � 
 � � � � ��Å ×�Ì Å-Ç Æ

Q′
s

Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë�Ð Ô}Ô Ç ó Å-Ç�×R×�Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä � Pj
Ç Ò

P ′
j

! Ç Æ
Ô Ç ó Å�Í ôRÍ È Å Γj

ä<ÃkÄ�Å�ÉkÕ È Ý
Ws

Ê Ô+Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×}Æ Ò Ç ó Ð Ä�Å�Ö�Õ Ð Ä Q′
s

ñ�ô�Ò Å ÖRÈ Õ Í Å ó Å Ë�Ð
Ç Æ+Å Õ Í Ä�Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�Õ È<Å ×�Ì�ÅgÉ�Ê Ð Ä�Ð Ä�Å�Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä;Ð Ä�Õ Ð�Ê Ð�Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë Ð Ô ä

Ã�Ä�Å-ÉkÕ È ÝRÔ
Ws

�
s ∈ {1, 2, 3}

! ×RÅ ÓRË�Å ×0Õ ñ	Ç õ�Å-Õ Ò Å
α
ö ×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë�Ð�ÉkÕ È ÝRÔ ä���Ç Ò Å Ç õ Å Ò

Ð Ä�Ç Ô Å;ÉkÕ È ÝRÔ6Ä�Õ õ�Å�Ç Ë�Å�Å Ë�×ÎÉkÄRÊ Í ÄÞñ	Å È Ç ËRÌ�Ô6Ð Ç
C1
Õ Ë�×ÎÐ Ä�Å�Ç Ð Ä�Å Ò�Å Ë�×ÎÉ�ÄRÊ Í Ä

ñ	Å È Ç ËRÌ�Ô�Ð Ç
Ck

á Ä�Õ õ�Å+Ë�Ç�Å ×�Ì�Å+Ç Æ
C1
Ë�Ç Ò<Ç Æ

Ck

É�ÄRÊ È Å+Ð Ä�Å Ê Ò<Å Ë�×�ö Å ×�Ì�Å Ô<Õ Ò Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×
ÉkÊ Ð Ä

α
ä

10Å0Ô Ä�Õ È È}×RÅ Õ È�Ê ËØÐ Ä�Å;Ë�Å ò�Ð;Ô ÑRñ�Ô Å Í Ð Ê Ç ËØÉ�Ê Ð ÄØÐ Ä�Å;Ö�Õ Ò Ð Ê Í ÑRÈ Õ Ò�Í Õ Ô Å;ÉkÄ�Å Ò Å�Ð Ä�Å
Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å

(Γj)j=1...h

Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�Ô�Ç ËRÈ ô�Ð Ä�ÅgÐ ÉkÇ6Ç�×R×�Í ôRÍ È Å Ô
C1
Õ Ë�×

Ck

áRÔ Å Å �+Ò Ç Ö	Ç ö
Ô Ê Ð Ê Ç Ë2â "Rä 	gÅ Ë�Í Å á�ÉkÅ}Õ Ô Ô Ñ ó Å�Ê Ë;Ð Ä�Å}Ô Å ø Ñ�Å È<Ç Æ<Ð ÄRÊ ÔgÔ ÑRñ�Ô Å Í Ð Ê Ç Ë;Ð Ä�Õ Ð h > 2

á�ÉkÅ
Ì Ê õ Å�ñ	Å È Ç É&Ô Ç ó Å6Ë�Ç Ð Õ Ð Ê Ç Ë�Ô}Ê Ë�Ç Ò ×RÅ Ò-Ð Ç�×RÅ Ô Í Ò Ê ñ	Å6Ð Ä�Å�Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë�Æ Ò Ç ó W1

á
W2
Õ Ë�×

W3
Ç Æ<Ë�Å ÉÞÉkÕ È ÝRÔkÉkÄRÊ Í Ä;Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í ÐgÐ Ä�Å�Å õ�Å Ë;Í ôRÍ È Å Ô�Ç Æ<Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å ä

10ÅgÊ Ë�Ð Å Ë�×�Ð Ç-×RÅ Ò Ê õ Å
Q
Ê Ë Ð Ç-Õ�ÉkÕ È Ý6É�ÄRÊ Í Ä�Ô Å ÐkÇ Æ

α
ö Å ×�Ì Å Ô�Í Õ Ë�ñ�Å�Å ò�Ð Å Ë�×RÅ ×

Ê Ë�Ð Ç�Õ}Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ç Ë Γj

ä
÷ Ë�Ç�×R×�Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä;Ç Æ

Ci
É�Ä�Ç Ô Å�Å Ë�×�Å ×�Ì Å Ô�Õ Ò Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�ÉkÊ Ð Ä

γ
Ê ÔkÕ

γ = � ��� � �Õ Ë�×-ÉkÅg×RÅ ÓRË�Å�Õ Ë�Õ È Ç Ì Ç Ñ�Ô È ô�Õ
β = � ��� � ��ä ÷ ÉkÕ È Ý W

ÉkÊ È È�ñ	Å�Ô Õ Ê ×-Ð Ç
�
� � � = � ��
 �  � � � 
Õ�Í ôRÍ È Å

C
Ç Æ

GMα

É�Ä�Å ËÎÅ Ê Ð Ä�Å Ò
W ∩ C = ∅

Ç Ò-Ð Ä�Å�Ô Å Ð6Ç Æ�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô6Ç ÆgÐ Ä�Å
α
ö Å ×�Ì Å Ô�Ç Æ

W
ÉkÄRÊ Í Ä�ñ	Å È Ç ËRÌ-Ð Ç

C
á�Ô Õ ô

{a1 . . . ap}
Ê Ë�Ð Ä�Õ ÐkÇ Ò ×RÅ Ò�Õ Ò Ç ÑRË�×

C
á�Õ Ò Å

Ô Ñ�Í Ä;Ð Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å}Í Ç Ë�Ô Å Í ÑRÐ Ê õ�Å}Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ô
{[ai . . . ai+1]}0<i<p
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Proof.
&�Å Ð

C
ñ�Å�Õ ËÎÅ õ�Å ËÎÍ ôRÍ È Å�Ë�Ç Ð6Ê Ë õ�Ç È õ Å ×ÎÊ ËÎÐ Ä�Å;Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å

(Γj)j=1...h

ä
Ã�Ä�Å-ÉkÕ È ÝRÔ

Wi i ∈ {1, 2, 3}
Ö	Ç Ô Ô Ê ñRÈ ô;Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð}Ð ÄRÊ Ô�Í ôRÍ È Å}Ê Ë�Ñ�Ô Ê ËRÌ;Ç ËRÈ ô0Å ×�Ì Å Ô

Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×
β
ä;ÃkÄ�Å

α
Å ×�Ì�Å Ô}Ç Æ
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ÉkÊ Ð Ä�Õ Ë2Å Ë�×0Ê Ë
C
×RÅ Ð Å Ò ó Ê Ë�Å6Ð Ä Ñ�Ô-Õ;Ô Å Ð-Ç Æ

γ
ö Í Ä�Õ Ê Ë�ÔgÇ Ò

β
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� � �

�
��� � � . ����� 


; � ��
 ��� � �  
 � � � �
max(Γj)

� ��.
max(Γj) + 1 �

� � � = � ��
 �  � � � 
 � Γj

<

Proof.
÷ Ô Ô Ñ ó Å�É�Ê Ð Ä�Ç ÑRÐ�È Ç Ô Ô�Ç Æ�Ì Å Ë�Å Ò Õ È Ê Ð ôÎÐ Ä�Õ Ð W1

×RÇ�Å Ô-Ë�Ç Ð6Ñ�Ô Å�Ë�Å Ê Ð Ä�Å Ò
max(Γj)

Ë�Ç Ò
max(Γj)+ 1

á�Ð Ä�Å Ë�á�ñ�ô�Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë�á
W1
Ä�Õ Ô�Ë�Ç Ð�ñ�Å Å Ë�Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×

ñ ô;Ò Å ÖRÈ Õ Í Å ó Å Ë Ð}Ç Æ+Ð Ä�Å-Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�Õ È+Å ×�Ì�Å Ô�Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë�Ð Ê ËRÌ�Ð Ä�Å}Ð ÉkÇ6Ö�Õ Ð Ä�Ô Pi
Ç Ò

P ′
iÇ Æ

Ci = Γj

ä 	gÅ Ë�Í Å
W1
Ö	Ç Ô Ô Ê ñRÈ ô;Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô

Γj

ñ�ô�Ñ�Ô Ê ËRÌ�Ç ËRÈ ô�Å ×�Ì�Å Ô}Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×
β
ä�Ã�Ä�Å

α
Å ×�Ì Å Ô�Ç Æ

W1
É�Ê Ð Ä;Õ Ë;Å Ë�×�Ê Ë

Γj

×RÅ Ð Å Ò ó Ê Ë�ÅgÐ Ä Ñ�Ô�Õ-Ô Å Ð�Ç Æ γ ö Í Ä�Õ Ê Ë�Ô�Ç Ò
β
ö Í Ä�Õ Ê Ë�Ô äkÃ�Ä�Å�Ò Å Ô ÑRÈ Ð�Æ Ç È È Ç ÉgÔ ä
�Ê õ Å ËÎÕ Ë�Å õ�Å Ë�Í ôRÍ È Å�Ç Æ�Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å

(Γj)j=1...h

Ô Õ ô
Γj

á<Ð Ä�Å Ò Å�Õ Ò Å�ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô
Ð ÉkÇ6ÉkÕ È ÝRÔgÊ Ë

{W1,W2,W3}
Ô Õ ô

Q = Q(x, y)
Õ Ë�×

Q′(x′, y′)
á
x ∈ Γ1

á
y ∈ Γh

á
x′ ∈ Γ1

á
y′ ∈ Γh

á�ñ	Ç Ð Ä2Ç ÆkÐ Ä�Å ó Í Ç Ë�Ð Õ Ê ËRÊ ËRÌ�Õ�Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä2Ç Æ Γj

ÉkÊ Ð Ä2Å Ë�×�ö Å ×�Ì�Å Ô
Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×0É�Ê Ð Ä

γ
� Ô Å Å6ß<Ê Ì ÑRÒ Å / ! ä���Ç Ò Ç õ Å Ò-ñ	Ç Ð Ä

Q
Õ Ë�×

Q′ Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ôÇ Ë�Å�õ Å Ò Ð Å ò;Ç Æ
{max(Γj),max(Γj) + 1}

ä

Q

emax(Γj )
emin(Γj )

γ

γ

x′

y′

x

y

Γj

Q′

γ

γ

� � � � � ��� ¢��<� �k +� � � �
Q
� ���

Q′
� ��� �+� � � � � � � � �

Γj

¢
Ã�Ä�ÅgÓRÒ Ô Ðkõ Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

Q
� Ò Å Ô Ö�ä

Q′ ! Æ Ç È È Ç ÉkÊ ËRÌ-Ð Ä�ÅgÇ Ò ×RÅ ÒkÌ Ê õ�Å Ë�ñ�ô ≺Q

� Ò Å Ô Ö�ä
≺Q′)Ð Ä�Õ Ð�ñ	Å È Ç ËRÌ�ÔkÐ Ç

Γj

Ê Ô�×RÅ Ë�Ç Ð Å ×
xj

� Ò Å Ô Ö�ä
x′

j

! ä
� é 4�4���î ��ï	9 � 


G : �0�(� ; : � � :  � . ��� � � � � 
  � � � � : � �,�  � ����� ;�� ��
 ��� 
 χ′(G) = 4
<

9 � 

Γj : ��� ��� � � � � � � � ��� �(
 ����� � � ;�� � � �

(Γj)j=1...h

< � ��� � 
 ���  ���  ��

�
�

α =. � � % � � ��

�
� � � �0� � �

R
� ��.

R′ � ;�� ��
 ��� 
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�L	�	V M�6U�H<Y�X	� � /�)

1
<

R(x, xj) = Q(x, xj)
� ��.

R′(x′, x′
j) = Q′(x′, x′

j)
<

2
<

R
� � ��
 � � ���,� ���,� ��. � �  
 � �(� �

emax(Γj )
� � � � yj

� �
��� � �

R′ � � ��
 � � ����
 ���,� 
 ���  �
� � �

y′j
<

3
<�� � 
 ��� 

Q(yj, y)
� ����� ; : � � � � � �

R
� ��.

Q′(y′j, y
′)
� � ; : � � � � � �

R′ � 

Q′(y′j , y
′)
� �(�(� ; : � � � ��� � R

� ��.
Q(yj, y)

��� ; : � � � � � � R′ <
4
<

R(xj , yj)
� � .

R′(x′
j , y

′
j)
�  �0� ; : ��� 
 � �(� � Γj

<
5
<

R(xj , yj)
� �(�

γ = � ��� � ��<

Proof.
� Ë�Å�Ç Æ	Ð Ä�ÅkÐ ÉkÇ}Ö�Õ Ð Ä�Ô�Ç Æ

Γj
Ï Ç Ê ËRÊ ËRÌ

xj
Ð ÇgÐ Ä�Å�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð ÔkÇ Æ

emax(Γj )
Ê Ô

Í Å Ò Ð Õ Ê ËRÈ ô�Õ
γ
ö Í Ä�Õ Ê Ë�ä &�Å Ð

P
ñ�ÅgÐ ÄRÊ Ô�Ö�Õ Ð Ä�ä &�Å Ð

yj

ñ	Å�Ð Ä�Å}Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð�Ç Æ
emax(Γj )ÉkÄRÊ Í Ä�ñ	Å È Ç ËRÌ�Ô+Ð Ç

P
É�ÄRÊ È Å

y′j
×RÅ Ë�Ç Ð Å Ô�Ð Ä�Å�Ç Ð Ä�Å Ò ä ð Æ

Q
Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô�Ð Ä�ÅkÖ�Õ Ð Ä

P
á ÉkÅ

Ô Å Ð
R = Q

Õ Ë�×
R′ = Q′ Ç Ð Ä�Å Ò ÉkÊ Ô Å�ÉkÅ}Ô Å Ð R = Q(x, xj) + P + Q′(yj , y

′)
Õ Ë�×

R′ = Q′(x′, x′
j) + P ′ + Q(y′j , y)

ÉkÄ�Å Ò Å
P ′ Ê Ô�Õ6Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ç Æ Γj

Ï Ç Ê ËRÊ ËRÌ
x′

j

Ð Ç
y′j� Ô Å Å}ß�Ê Ì ÑRÒ Å0� ! ä

ð Ë;Ð Ä�Å�Æ Ç È È Ç É�Ê ËRÌ�á�ÑRÖ;Ð Ç6Õ6Ò Å Ë�Õ ó Ê ËRÌ�Ç Æ+Ð Ä�Å}õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô y
Õ Ë�×

y′
áRÉkÅ-Õ Ô Ô Ñ ó Å�Ð Ä�Õ Ð

y
Ê Ô�Õ Ë;Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð�Ç Æ

R
ÉkÄRÊ È Å

y′
Ê Ô�Õ Ë;Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�ÐgÇ Æ

R′ ä

Γj (xj , yj )

emax(Γj )emin(Γj )emax(Γj )emin(Γj )

x′

j

xj

Γj
yj

y′

j

y

x

y′

x′

γ

γ

γ

β

R′

R

γ

γ

R

R′

β

γ

γ

γ

x′

y′

x

y

y′

j

yj
Γj

xj

x′

j

γ

γ

Γj (x′

j , y′

j )

Γj (xj , yj )

Γj (x′

j , y′

j )

� � � � � � ¾ ¢��<� �k +� � � �
R
� ���

R′
� ��� �+� � � � � � � � �

Γj

¢
 Ê Ë�Í Å

Γj

Ê ÔkÕ Ë�Å õ Å Ë�Í ôRÍ È ÅkÉkÅ�Ä�Õ õ�Å
j < h

á�Ð Ä�Ñ�Ô�Ð Ä�Å Ò ÅgÍ Å Ò Ð Õ Ê ËRÈ ô�Å ò�Ê Ô Ð Ô�Ç Ë�ÅgÍ ôRÍ È Å
Ê Ë

{Γj+1,Γj+2}
Ô Õ ô

Γ
ÉkÄRÊ Í Ä-Ä�Õ õ Å�Õ Ë-Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð<Ç Æ

emax(Γ)
Ç Ë

R
ä<Ã�Ä�Å+Ê Ë�×RÅ ò

Γ
Ê Ë

Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...h

É�Ê È È�ñ�Åk×RÅ Ë�Ç Ð Å ×
σR(Γj)

ä+Ã�Ä�ÅkÊ Ë�×RÅ ò
σR′(Γj)

Ê Ô+×RÅ ÓRË�Å ×
Ô Ê ó Ê È Õ Ò È ô0Æ Ò Ç ó Ð Ä�Å-ÉkÕ È Ý R′ ä;ù�ô0Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë2ÉkÅ6Ä�Õ õ Å {σR(Γj), σR′(Γj)} =
{j + 1, j + 2}

ä

� é 4�4���î �	ï	9 � 

G : �0�(� ; : � � :  � . ��� � � � � 
  � � � � : � �,�  � ����� ;�� ��
 ��� 
 χ′(G) = 4

<
9 � 


Γj : �(� �	� � � �-� � � � �(� � 
 ���0� � � ;�� � � �
(Γj)j=1...h

<��$���  �(�  ��

�
�

α = . � � % � � ��

�
� � � �0� � �

S
� ��.

S′ � ;�� ��
 ��� 




� / ! F�Á K�Á<N+O<L�P<L�GRQ�H<I�SÎF	Á TÎÁ�W�H<I�X�G�U	Y�G

1
< � ��� � �  
 � �

xj (
 � � ��<

x′
j)
� ��� �-� � . ��� � ��
�� �

S (
 � � ��<

S′)
<

2
<

S
� � .

S′ ��� � �(. � � 
 � ��� 
 � ��. ��� � ��
 ��� � {xσR(Γj), x
′
σR′ (Γj)

}
<

3
< � ����� �  
 � � � ��� �

S
� � .

S′ �  ��� �  
 � � � � � � R(xj , xσR(Γj))
�  � �  
 � � � � � �

R′(x′
j , xσR′ (Γj))

� �� �
Γj
<

4
<

S �
� � � = � ��
 �  � � � 
 �(
 ���(� � � � � Γj

<

Proof.
ù�ô�Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë}Ð Ä�Å<ÉkÕ È Ý

R(xj , yj)
ÉkÅ È È ö Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô

Γj
ä ð Æ Ð Ä�Å+Ô ÑRñ�ÉkÕ È Ý

R(yi, σR(Γj))
Ô Ä�Õ Ò Å Ô}Õ Ë0Å ×�Ì�Å á<Ô Õ ô

e
á�É�Ê Ð Ä

Γj

á�Ð ÄRÊ Ô}Å ×�Ì�Å-Ê Ô}Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä
β
ä

1ÎÄ�Å Ë
e
ñ�Å È Ç ËRÌ Ô<Ð Ç

Γ(xj , yj)
Ð Ä�Å+Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�Ç Æ

R
É�Ê Ð Ä

Γj
ÉkÊ È ÈRË�Ç Ð+ñ	ÅkÍ Ä�Õ ËRÌ Å ×

ñ ô
e
ä�Ã�ÄRÊ ÔkÊ ÔkË�Ç Ð�Ð Ä�Å�Í Õ Ô ÅgÉ�Ä�Å Ë

e
Ê Ô�Õ Ë�Å ×�Ì Å}Ç Æ+Õ

β
ö Í Ä�Õ Ê Ë�ä

&�Å Ð
P
ñ�Å�Ð Ä�Å;Ô ÑRñRÖ�Õ Ð ÄØÇ Æ

Γj
ÉkÄ�Ç Ô Å;Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô�Õ Ò Å

xj
Õ Ë�×

yj
É�ÄRÊ Í ÄÎÊ Ô

×�Ê Ô Ð Ê Ë�Í Ð�Æ Ò Ç ó Γj(xj , yj)
ä � ñ�Ô Å Ò õ�ÅgÐ Ä�Õ Ð

P
Ê Ô�Õ

β
ö Í Ä�Õ Ê Ë�ä

ð Æ�Ð Ä�Å+Ô ÑRñ�ÉkÕ È Ý
R(yi, σR(Γj))

×RÇ�Å Ô	Ë�Ç Ð�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð
P
ÉkÅ�Ô Å Ð

S = R(yi, σR(Γj))Õ Ë�×
S′ = R′(x′

j , x
′
σR′ (Γj)

)
Õ Ë�×�ÉkÅ}Õ Ò Å�×RÇ Ë�Å ä

ð Æ�Ç Ë}Ð Ä�Å�Í Ç Ë�Ð Ò Õ Ò ô
R(yi, σR(Γj))

Ô Ä�Õ Ò Å Ô�Õ Ë-Å ×�Ì Å�ÉkÊ Ð Ä
P
á È Å Ð

ab
�
a ≺R b

! ñ	Å
Õ}Ô Ñ�Í Ä�Å ×�Ì�Å�ÉkÄ�Å Ò Å

Γ(a, yj)
Ê ÔkÕ}Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ç Æ

P
É�Ê Ð Ä ó Õ ò�Ê ó Ñ ó È Å ËRÌ Ð Ä�ä ð Ð ó Ñ�Ô Ð

ñ	ÅgÖ�Ç Ê Ë Ð Å ×;Ç ÑRÐ�Ð Ä�Õ Ð�Ê Ë�Ð ÄRÊ Ô�Í Õ Ô Å
R(yi, σR(Γj))

×RÇ�Å ÔkË�Ç Ð�Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð�ÉkÊ Ð Ä
Γj
ä

� � � �
1
< ð Æ

b
Ê Ô+Õ�õ Å Ò Ð Å ò-Ç Æ

Γ(a, yj)
� Ô Å Åkß�Ê Ì ÑRÒ Å + ! ÉkÅkÉkÒ Ê Ð Å

S = R(xj, yj)+
Γ(yj , b) + R(b, σR(Γj))

Õ Ë�×
S′ = R′(x′

j, σ
′
R(Γj))

ä

Γσ
R′ (Γj

)

emax(Γj )emin(Γj )

xσR(Γj )

xσ
R′ (Γj )

γ

γ

R

R′

β

γ

γ

γ

x′

x

y′

j

yj

Γj

xj

x′

j

a b

ΓσR(Γj
)

� � � � � ����¢��<� �k +� � � �
R
� ���

R′
� � « � � �

1
¢
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� � � �
2
< 1ØÄ�Å Ë

b
×RÇ�Å ÔkË�Ç Ð�ñ	Å È Ç ËRÌ6Ð Ç

Γ(a, yj)
Ð Ä�Å

a
Ê Ô�Õ-õ�Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

Γ(b, yj)� Ô Å Ågß�Ê Ì ÑRÒ Å�Û ! ä212ÅkÉ�Ò Ê Ð Å
S = R(xj , yj)+R(yj , a)+Γ(a, y′j)+R′(y′j, σR′(Γj))Õ Ë�×

S′ = R′(x′
j , b) + R(b, σR(Γj))

áRÉ�Ä�Å Ò Å
R′(x′

j, b)
×RÅ Ë�Ç Ð Å Ô�Ð Ä�Å}Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä;Ç Æ

ΓÉkÊ Ð Ä�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð Ô
x′

j

Õ Ë�×
b
ÉkÄRÊ Í Ä�×RÇ�Å ÔkË�Ç Ð�Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë

a
ä

xσ
R′ (Γj )

emax(Γj )
emin(Γj )

Γσ
R′ (Γj

)

ΓσR(Γj
)

b
a

x′

j

xj

Γj

yj

y′

j

x

x′

γ

γ

γ

β

R′

R

γ

γ

xσR(Γj )

� � � � � � ½ ¢��<� �k +� � � �
R
� ���

R′
� � « � � �

2
¢
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10Å�Ñ�Ô ÅgÊ Ë;Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å È�Ð Ä�Å�Ô Õ ó ÅgË�Ç Ð Õ Ð Ê Ç Ë�Ô�Ð Ä�Õ Ë;Õ ñ	Ç õ�Å ä

ð Ë �<Ò Ç Ö�Ç Ô Ê Ð Ê Ç Ë�Ô�â "Rá / ã�Õ Ë�×(/RâkÉkÅkÍ Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò�Ö�Õ Ò Ð Ê Í ÑRÈ Õ Ò�Í Õ Ô Å Ô+Ç Æ	Í ÑRñRÊ Í�Ì Ò Õ ÖRÄ
Æ Ç Ò�É�ÄRÊ Í Ä à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å��-Ä�Ç È ×RÔkÐ Ò Ñ�Å ä
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G : � � � ; : � � :  � . � � � � � � 
  � � � � : � ���  � ��� � ;�� � 
 ��� 


χ′(G) = 4
< � �(
 ���(� � � ;�� � � �

(Γj)j=1...h

��� ��� ��� ��

�
��� � � � � ��
 ��� � 
 ���  � � � � � 
 �

� � ;� ���  � � � 
 ��� 
 � ��� ��� �
Mα
� M1

� M2
� ��.

M3
� ;�� �	
 ��� 


Mα ∩ Mi ∩ Mj = ∅� � 
i, j ∈ {1, 2, 3} � i 6= j

<

Proof.
 Ê Ë�Í Å

h = 2
ÉkÅ}Ä�Õ õ�Å

Γ1 = C1
Õ Ë�×

Γ2 = Ck

ä(��Ç Ò Å Ç õ Å Ò á�Ð Ä�Å}ÉkÕ È ÝRÔ
×RÅ Ô Í Ò Ê ñ	Å ×�Ê Ë�&�Å ó-ó Õ�â +2Õ Ò Å�Ò Å ×�Ñ�Í Å ×�Ð Ç�Ö�Õ Ð Ä�Ô-É�Ä�Ç Ô Å;Å ×�Ì Å Ô�Õ Ò Å�Õ È Ð Å Ò Ë�Õ Ð Å È ô
Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä

α
Õ Ë�×

β
ä6ÃkÄ Ñ�Ô á�Æ Ç Ò

i ∈ {1, 2, 3}
á+ñ ô�&�Å ó6ó Õ�!�á�Ð Ä�Å6Ô Å Ð}Ç Æ α

ö
Å ×�Ì Å ÔgÇ Æ

Wi

Ê ÔkÕ-ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×
Mα

ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌRä
	gÅ Ë�Í ÅgÉkÅ}Õ Ò Å�×RÇ Ë�Å}Ô Ê Ë�Í ÅgÐ Ä�ÅgÉkÕ È ÝRÔ
W1
á
W2
Õ Ë�×

W3
Õ Ò Å

α
ö ×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë�Ð ä
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G : � � � ; : � � :  � . � � � � � � 
  � � � � : � ���  � ��� � ;�� � 
 ��� 


χ′(G) = 4
< � �0
 ��� � � � ;�� ��� �

(Γj)j=1...h

��� ��� ��� ��
 �� � ��� � � � � � � 
 ��� ��
 ���  �(� � � � 
 �

 �� � � ���  � � � 
���� 
 � ��� ��� �

Mα
� M1

� M2
� ;�� ��
 ��� 


Mα ∩ M1 ∩ M2 = ∅
<

Proof.
÷ Ô+Õ ó Õ Ð Ð Å Ò�Ç Æ	Æ Õ Í Ð á É�Ä�Å Ë h = 3

á Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...3

Ê Ô<Ò Å ×�Ñ�Í Å ×
Ð Ç

(Γ1 = C1,Γ2,Γ3 = Ck)
ä�&�Å Ð

W1,W2
Õ Ë�×

W3
ñ	ÅgÐ Ä�ÅgÐ ÄRÒ Å Å�ÉkÕ È ÝRÔgÇ ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×

ñ ô�&�Å ó-ó ÕÎâ +Rä ù�ô�&�Å ó-ó ÕÎâ Û�Ð Ä�Ç Ô Å;ÉkÕ È ÝRÔ6ÉkÅ È È ö Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð;Õ È È�Í ôRÍ È Å Ô6É�ÄRÊ Í Ä
Õ Ò Å�Ë�Ç ÐgÊ Ë;Ð Ä�Å}Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å

(Γj)j=1...h

ä�ù�ô &�Å ó-ó Õ;â �-ÉkÅ-Í Õ Ë0Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ ÒgÐ Ä�Õ Ð W2ÉkÅ È È ö Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô
Γ2
Õ Ë�×6ñ�ô�&�Å ó-ó Õ�â !}ÉkÅgÍ Õ Ë�Ð Ò Õ Ë�Ô Æ Ç Ò ó W1

Ê Ë�Õ�ÉkÕ È Ý
S1
ÉkÅ È È ö

Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê ËRÌ�Ð ÄRÊ Ô�Í ôRÍ È Å ä 12Å}Ì Å ÐgÄ�Å Ë�Í Å}Ð ÉkÇ�ÉkÕ È ÝRÔ
α
×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë�Ð

S1
Õ Ë�×

W2
ÉkÅ È È ö

Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê ËRÌ�Å õ Å Ò ô�Í ôRÍ È Å�Ç Æ
GMα

ä�	gÅ Ë�Í Å�Ð Ä�Å}Ô Å ÐgÇ Æ+Å ×�Ì�Å Ô�Ç Æ
W
Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�É�Ê Ð Ä

α
á�Õ Ô+ÉkÅ È È	Õ Ô<Ð Ä�Å�Ô Õ ó ÅkÔ Å Ð+Æ Ç Ò W ′ á�Õ Ò Å�ñ�Õ È Õ Ë�Í Å × Mα

ö ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô ä�ù�ô"&�Å ó6ó Õ�!Rá
ÉkÅ�Ì�Å Ð�Ð Ä Ñ�Ô�Ð ÉkÇ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�Ô M1

Õ Ë�×
M2
Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð

Mα ∩M1 ∩M2 = ∅Õ Ô�Í È Õ Ê ó Å ×	ä
&�Å Ð

G
ñ	Å�Õ�Í ÑRñRÊ ÍkñRÒ Ê ×�Ì�Å È Å Ô Ô+Ð Ò Õ Í Å Õ ñRÈ ÅkÌ Ò Õ ÖRÄ�Ô Ñ�Í Ä6Ð Ä�Õ Ð

χ′(G) = 4
ä ��Å Í Õ È È�Ð Ä�Õ Ð

Ì Ê õ Å Ë�Õ Ë2Å õ�Å Ë2Í ôRÍ È Å6Ç ÆkÐ Ä�Å6Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...h

Ô Õ ô
Γj

ÉkÅ6Ä�Õ õ Å�×RÅ ÓRË�Å ×�Ð ÉkÇ
Ç�×R×6Ö�Õ Ð Ä�Ô

Pj
Õ Ë�×

P ′
j

É�Ê Ð Ä;Ç Ë�Å�Å Ë�×6Ê Ë
{min(Γj),min(Γj) + 1}

Õ Ë�×6Ð Ä�ÅgÇ Ð Ä�Å Ò
Å Ë�×�Ê Ë

{max(Γj),max(Γj) + 1}
ä�1ØÄ�Å Ë2Ç Ë�Å6Ç ÆkÐ Ä�Ç Ô Å}Ö�Õ Ð Ä�Ô�Ä�Õ õ�Å6Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð Ô

Ê Ë
{min(Γj),max(Γj)}

Ð Ä�Å�Ö�Õ Ð Ä�Ô
Pj
Õ Ë�×

P ′
j

Õ Ò Å;Ô Õ Ê ×2Ð Ç�ñ	Å �  � � � � � � á0��� �
�  � � � � � �}Ç Ð Ä�Å Ò ÉkÊ Ô Å ä
� í æ�2+æ�� � ë � æ�çØú	îRï�9 � 
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 ��� 

χ′(G) = 4

< � � � � �� � � � � � � � � � � � ��� ��
 ��� � � � ;�� � � �
(Γj)j=1...h

� � � � Γj
� 
 ���

��� 
 � �
Pj

� � .
P ′

j

�  ����� � �  � � � � ��� � 
 ��� � 
 ���  � � � � � 
 ��
 �� � �0���  � � � 
 ��� 
 � ��� � � �

Mα
� M1

� M2
� ;�� ��
 ��� 


Mα ∩ M1 ∩ M2 = ∅
<

Proof.
ù�ô��<Ò Ç Ö�Ç Ô Ê Ð Ê Ç Ë�Ôkâ "gÕ Ë�×(/ ãRá ÉkÅkÍ Õ Ë6Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò+Ð Ä�Õ Ð

h ≥ 4
ä�&�Å Ð

W1,W2Õ Ë�×
W3
ñ�Å�Ð Ä�Å

3
ÉkÕ È ÝRÔkÇ ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×-ñ�ô &�Å ó-ó Õ6â +�ä ð Ð+Ê Ô�Õ Ë�Å Õ Ô ô}Ð Õ Ô Ý-Ð Ç�Ô Å ÅkÐ Ä�Õ Ð á

ÑRÖ2Ð Ç�Ð Ä�Å6Ë�Õ ó Å Ô-Ç ÆkÐ Ä�Å6ÉkÕ È ÝRÔ á W1
Ê Ô-Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×0ñ�ô0Ò Å ÖRÈ Õ Í Ê ËRÌ�Ð Ä�Å�Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�Õ È

Å ×�Ì Å ÔkÉ�Ê Ð Ä�Ð Ä�ÅgÖ�Õ Ð Ä�ÔkÐ Ä�Õ Ð�Ð Ä�Å ô�Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë Ð�Æ Ç ÒkÐ Ä�ÅgÅ õ�Å Ë;Í ôRÍ È Å Ô
Γj
É�Ê Ð Ä

j
Å õ Å Ë�ä

ð Ë;Ð Ä�Å}Ô Õ ó ÅgÉkÕ ô á W2
Ê Ô�Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×�ñ ô�Ò Å ÖRÈ Õ Í Ê ËRÌ�Ð Ä�Å}Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�Õ È<Å ×�Ì�Å ÔkÉ�Ê Ð Ä;Ð Ä�Å

Ö�Õ Ð Ä�Ô�Ð Ä�Õ ÐgÐ Ä�Å ô�Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë Ð�Æ Ç ÒgÐ Ä�Å-Å õ Å Ë0Í ôRÍ È Å Ô
Γj
É�Ê Ð Ä

j
Ç�×R×	ä ÷ ÐgÈ Õ Ô Ð á

W3
Ê Ô

Ç ñRÐ Õ Ê Ë�Å ×}ñ ô}Ò Å ÖRÈ Õ Í Ê ËRÌgÐ Ä�Å�Õ ×R×�Ê Ð Ê Ç Ë�Õ È�Å ×�Ì Å Ô�É�Ê Ð Ä}Ð Ä�Å+Ö�Õ Ð Ä�Ô<Ð Ä�Õ Ð<Ð Ä�Å ô}Ò Å ÖRÒ Å Ô Å Ë Ð
Æ Ç ÒgÅ Õ Í Ä�Å õ Å Ë�Í ôRÍ È Å Ô

Γj
ä

 Ð Õ Ò Ð Ê ËRÌ�ÉkÊ Ð Ä�Ð Ä�Å(�  � � �;Í Ç È Ç ÑRÒgÆ Ç ÒgÐ Ä�Å-Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Í Ç Ë Ð Õ Ê ËRÊ ËRÌ�Ð Ä�Å�õ�Å Ò Ð Å ò
1
á

Ð Ä�Å ó Õ ò�Ê ó Õ È�Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ô}Ç Æ�Ð Ä�Å�	gÕ ó Ê È Ð Ç ËRÊ Õ Ë0Ö�Õ Ð Ä�á<Ô Õ ô P
á	Ë�Ç Ð}Í Ç Ë Ð Õ Ê ËRÊ ËRÌ�Ð Ä�Å

Å ×�Ì Å Ô
emin(Γj)

Õ Ë�×
emax(Γj )

�
j = 2 . . . h − 1

! á<Õ Ô�ÉkÅ È ÈkÕ Ô�Ð Ä�Å6Å ×�Ì Å Ô
emax(Γ1)Õ Ë�×

emin(Γh)
á�Õ Ò Å�Í Ç È Ç ÑRÒ Å ×�Õ È Ð Å Ò Ë�Õ Ð Å È ô�É�Ê Ð Ä	�  � � ��Õ Ë�×- � . ä � Ë�Å}Í Õ Ë�Ô Å Å�Ð Ä�Õ Ð

W3
Ñ�Ô Å ÔkÕ È È	Ð Ä�Å�Ò Å ×�Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�ÔkÉkÄRÊ È Å

W1
Õ Ë�×

W2
Ñ�Ô Å�Ð Ä�Å�Ì Ò Å Å Ë;Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�ÔkÇ ËRÈ ô ä
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å # �$� 4Øï
Wi (i = 1, 2)

ÉkÅ È È�Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð ÔgÅ Õ Í Ä�Í ôRÍ È Å}Ç Æ<Ð Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=1...h

ä

Proof.
÷ Ô Ô Ñ ó Å6É�Ê Ð Ä�Ç ÑRÐ-È Ç Ô Ô6Ç Æ�Ì�Å Ë�Å Ò Õ È Ê Ð ô2Ð Ä�Õ Ð i = 1

ä0ßRÒ Ç ó &�Å ó-ó Õ Ô�â Û
Õ Ë�×�â �}ÉkÅ�Ä�Õ õ ÅkÏ Ñ�Ô Ð�Ð Ç�ÖRÒ Ç õ ÅgÐ Ä�Õ Ð

W1
ÉkÅ È È	Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô�Ð Ä�ÅgÅ õ Å Ë;Í ôRÍ È Å Ô

Γj

É�Ê Ð Ä
j ≥ 2

Å õ Å Ë�ä
10Å}Í Õ Ë�Í Ä�Å Í Ý�Ð Ä�Õ Ð

W1
Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�Ô�Ð Ä�Å�õ Å Ò Ð Å ò

min(Γj)
á ó Ç Ò Å Ç õ Å Ò�Ô Ê Ë�Í Å�Ð Ä�Å

Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ô
Pj
Õ Ë�×

P ′
j

Ç Æ
Γj
Õ Ò Å}Ë�Ç Ð}Í Ò Ç Ô Ô Ê ËRÌ�Ð Ä�Å}õ�Å Ò Ð Å ò

max(Γj) + 1
ñ�Å È Ç ËRÌ Ô

Ð Ç
W1
Ð Ç�ÇRä

ù�ô0Í Ç Ë�Ô Ð Ò Ñ�Í Ð Ê Ç Ë2Ç Æ
Γj
á�Ð Ä�Å-Ì Ò Å Å Ë2Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä2Ç Æ

P
Å Ë�×�Ê ËRÌ;É�Ê Ð Ä0Ð Ä�Å6õ Å Ò Ð Å ò

min(Γj)
Ä�Õ Ô�Ë�Ç�Å ×�Ì�Å�Ê Ë Í Ç ó6ó Ç ËÞÉ�Ê Ð Ä Γj

á�Õ Ô�ÉkÅ È È-Õ Ô�Ð Ä�Å�Ì Ò Å Å Ë Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä
Ô Ð Õ Ò Ð Ê ËRÌ�ÉkÊ Ð Ä

max(Γj) + 1
ä 	gÅ Ë�Í Å

W1
Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�Ô�Å òRÕ Í Ð È ôÎÐ ÉkÇ

α
ö Å ×�Ì�Å Ô�Ç Ë�Å

Å Ë�×�Ê ËRÌ�Ç Ë
min(Γj)

Õ Ë�×�Ð Ä�Å�Ç Ð Ä�Å ÒgÇ Ë
max(Γj) + 1

Ç Ë
Γj
ä+ÃkÄ�ÅgÐ ÉkÇ6Ô ÑRñRÖ�Õ Ð Ä�Ô

Ç Æ
Γj

Ô Ç6×RÅ Ð Å Ò ó Ê Ë�Å ×;Õ Ò Å�Ç�×R×	áRÉkÄRÊ Í Ä;ÖRÒ Ç õ Å Ô�Ð Ä�Õ Ð W1
ÉkÅ È È�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð

Γj

ä
2

ù�ô &�Å ó6ó Õ !�áRÐ Ä�Å�Ô Å ÐgÇ Æ α
ö Å ×�Ì Å ÔgÇ Æ

W1
�
W2
Ò Å Ô Ö	Å Í Ð Ê õ�Å È ô ! Ê Ô�Õ-ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×

Mα

ö
ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�ä 12Å�Ä�Õ õ Å�Ð Ä�Ñ�Ô�Ð ÉkÇ-Ö�Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ Ô M1

Õ Ë�×
M2
ÉkÊ Ð Ä;Ë�Ç

α
ö Å ×�Ì�Å

Ê Ë;Í Ç ó-ó Ç Ë�ä�	gÅ Ë�Í Å Mα,M1
Õ Ë�×

M2
Ä�Õ õ Å�Õ Ë;Å ó ÖRÐ ô�Ê Ë Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ê Ç Ë�á�Õ ÔkÍ È Õ Ê ó Å ×	ä

à Ç Ë Ï Å Í Ð ÑRÒ Å-Û6Ê Ô�Ý�Ë�Ç É�Ë�Ð Ç�ñ	Å}õ Å Ò Ê Ó�Å ×;Æ Ç ÒgñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô Ô�Í ÑRñRÊ Í}Ì Ò Õ ÖRÄ�ÔgÇ Æ�Ç�×R×�Ë�Å Ô Ô
2
� Ô Å Å-Ù ) Ü ! áRÃkÄ�Å Ç Ò Å ó / /}Ì Ê õ�Å Ô�Õ6Ô Ð Ò Ç ËRÌ�Å Ò�Ò Å Ô ÑRÈ Ð�Æ Ç ÒgÍ ÑRñRÊ Í�ñRÒ Ê ×�Ì Å È Å Ô ÔkÐ Ò Õ Í Å Õ ñRÈ Å

Ì Ò Õ ÖRÄ�ÔgÇ Æ+Í ÄRÒ Ç ó Õ Ð Ê Í�Ê Ë�×RÅ ò 4
ä
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4
< � ��� �-
 ���  � � � � � 
 ��� � ;� ���  � � � 
,��� 
 � ��� � � �

Mα
� M1

� M2
� � .

M3
� ;�� �


 ��� 

Mα ∩ Mi

. � � ��� � 
(� � ��
 � � � � �$� � . . � ;�
0� � 
 � � �  i ∈ {1, 2, 3}
< 	-�  � =� � �  � � �  i ∈ {1, 2, 3}

� ���(� � � � � � � � � � 
 ��
 �
Mi



�
� % � � ���

Ji

� ��.
J ′

i

� ;�� ��
 ��� 

Mα ∩ Mi ∩ Ji = Mα ∩ Mi ∩ J ′

i = ∅
<

Proof.
10Å�Í Ç Ë�Ô Ê ×RÅ Ò}Ð Ä�Å-ÉkÕ È ÝRÔ

W1
á
W2
Õ Ë�×

W3
×RÅ Ô Í Ò Ê ñ	Å ×0Ê Ë�&�Å ó6ó Õ2â +�ä

1ÎÊ Ð Ä�Ç ÑRÐkÈ Ç Ô Ô�Ç Æ	Ì�Å Ë�Å Ò Õ È Ê Ð ô6ÉkÅgÍ Ä�Ç�Ç Ô Å
i = 1

Õ Ë�×6ÉkÅg×RÅ Ò Ê õ�Å�Æ Ò Ç ó W1
Õ�ÉkÕ È Ý

S1Õ ÔkÆ Ç È È Ç É�Ô ä
ß�Ê Ò Ô Ð;ÉkÅ0Ô Å Ð

S1 = W1
ä&ßRÇ È È Ç ÉkÊ ËRÌÎÐ Ä�Å�Ë�Õ Ð ÑRÒ Õ È-Ç Ò ×RÅ Ò;Ç ËÞÐ Ä�Å�õ Å Ò Ð Ê Í Å Ô

Ç Æ
S1
Ì Ê õ Å ËÞñ ô

≺S1

É�Ä�Å ËØÐ Ä�Å Ò Å�Ê Ô�Ç Ë
S1
Õ2õ Å Ò Ð Å òØÇ Æ-Ô Ç ó Å�Å ×�Ì Å emax(Γj )Æ Ç Ò�Ô Ç ó Å;Í ôRÍ È Å Γj

Ç ÆgÐ Ä�Å�Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=2,...,h−1

ÉkÅ�Ô Å Ð
R = S1

Õ Ë�×�Ð Ä�Ñ�Ô
Å Ê Ð Ä�Å Ò

R′ = W2
Ç Ò

R′ = W3
ä-12Å�Õ ÖRÖRÈ ô�&�Å ó6ó Õ�â !�Ç Ë R

Õ Ë�×
R′ Õ Ë�×2ÉkÅ

Ì Å Ð�Ð Ä Ñ�Ô�Ð ÉkÇ2ÉkÕ È ÝRÔ
S
Õ Ë�×

S′ ágÉkÅ;Ý�Ë�Ç É Ð Ä�Õ Ð R(x, x′
j) + S

ÉkÅ È È ö Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô
Γj

ä�ÃkÄ�Å}ÉkÕ È ÝRÔ
S
Õ Ë�×

S′ Ä�Õ õ�Å-Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð ÔgÊ Ë {σR(Γj), σR′(Γj)}
ä�	gÅ Ë�Í Å}É�Ä�Å Ë

σR(Γj)
Ê Ô�Õ Ë�Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð�Ç Æ

S
ÉkÅ�É�Ò Ê Ð Å

S1 = S1(x, xj) + S + R(σR(Γj), y)
Õ Ë�×

R′ = R′(x′, x′
j) + S′ + R′(σR′(Γj), y

′)
ä � Ð Ä�Å Ò ÉkÊ Ô Å

σR′(Γj)
Ê Ô�Õ Ë0Å Ë�×�Ö�Ç Ê Ë Ð}Ç Æ



� � / F�Á K�Á<N+O<L�P<L�GRQ�H<I�SÎF	Á TÎÁ�W�H<I�X�G�U	Y�G

S
Õ Ë�×;ÉkÅ-ÉkÒ Ê Ð Å

S1 = S1(x, x′
j) + S + R′(σR′(Γj), y

′)
Õ Ë�×

R′ = R′(x′, x′
j) +

S′ + R(σR(Γj), y)
� Ò Å Í Õ È È�Ð Ä�Õ Ð;Å Ê Ð Ä�Å Ò

R′ = W2
Ç Ò

R′ = W3
! ä ß�Ê Ë�Õ È È ô

S1ÉkÅ È È ö Ê Ë�Ð Å Ò Ô Å Í Ð Ô}Õ È È+Í Ç Ë�Í Å Ò Ë�Å ×�Í ôRÍ È Å}Ç Æ+Ð Ä�Å-Ô Å ø Ñ�Å Ë�Í Å
(Γj)j=2,...,h−1

ä0�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò á
Ð Ä�Å6ÉkÕ È ÝRÔ

S1
á
W2
Õ Ë�×

W3
Õ Ò Å

α
ö ×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë Ð6Õ È ÈkÇ ÆkÐ Ä�Å ó Ä�Õ õ Å�Ç Ë�Å�Å Ë�×�Ö	Ç Ê Ë�Ð-Ê Ë

{q1, q2, q3}
Õ Ë�×�Ð Ä�Å}Ç Ð Ä�Å ÒgÇ Ë�Å�Ê Ë

{q′1, q
′
2, q

′
3}
ä

��Ñ�Å�Ð Ç�&�Å ó6ó Õ�!�ákÐ Ä�Å;Ô Å Ð�Ç Æ}Å ×�Ì Å Ô A = Mα ∩ S1
Ê Ô�Õ�ñ�Õ È Õ Ë�Í Å ×

Mα

ö
ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ�á�Ð Ä�Õ Ð�Ê ÔkÐ Ä�Å Ò Å�Ê Ô�Õ-Ö	Å Ò Æ Å Í Ð ó Õ Ð Í ÄRÊ ËRÌ M1

Ô Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ Ð
Mα ∩ M1 = A

ä
ù�ÑRÐ�Ë�Ç É}á Ê Æ

Mα∩M1
Í Ç Ë�Ð Õ Ê Ë�Ô+Õ Ë-Ç�×R×}Í ÑRÐ+Ô Å Ð á Ô Õ ô

X
á Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ð�ñ�Å�ÕkÖ�Õ Ò Ð Ê Ð Ê Ç Ë

(V1, V2)
Ç Æ

V (G)
Ê Ë�Ð Ç-Ð ÉkÇ-Ç�×R×�Ô Å Ð ÔkÔ Ñ�Í Ä�Ð Ä�Õ ÐkÐ Ä�Å�Å ×�Ì Å Ô�Ç Æ

X
Ä�Õ õ Å�Ç Ë�ÅgÅ Ë�×�Ê Ë

V1
Õ Ë�×�Ð Ä�Å}Ç Ð Ä�Å Ò�Å Ë�×�Ê Ë

V2
ä,�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò

X ⊂ Mα

á
V1
Õ Ë�×

V2
ñ	Å Ê ËRÌ�Ç�×R×	á	Å Õ Í Ä

Ç Æ�Ð Ä�Ç Ô Å�Ô Å Ð Ô�ÖRÒ Å Í Ê Ô Å È ô�Í Ç Ë Ð Õ Ê Ë�ÔkÅ òRÕ Í Ð È ô�Ç Ë�ÅgÇ�×R×�Í ôRÍ È ÅgÇ Æ
GMα

ä  Ê Ë�Í Å
W2
Õ Ë�×

W3
Õ Ò Å�ñ	Ç Ð Ä0Í Ç ËRË�Å Í Ð Ê ËRÌ;Õ-õ�Å Ò Ð Å ò;Ç Æ

C1
Ð Ç�Õ6õ Å Ò Ð Å ò�Ç Æ

Ck

á�Ð Ä�Å Ò Å ó Ñ�Ô Ðgñ�Å}Õ Ë
Å ×�Ì ÅgÇ Æ

S1
Õ Ë�×�Õ Ë�Å ×�Ì ÅgÇ Æ

W3
Ê Ë

X
á�Õ}Í Ç Ë Ð Ò Õ ×�Ê Í Ð Ê Ç Ë�Ô Ê Ë�Í Å

S1
á
W2
Õ Ë�×

W3
Õ Ò Å

α
ö ×�Ê Ô Ï Ç Ê Ë�Ð ä
�;Ç Ò Å Ç õ�Å Ò á�Ð Ä�Å�Ô Å Ð�Ç Æ	õ�Å Ò Ð Ê Í Å Ô

S1∪W2−S1∩W2
Ð Ç Ì Å Ð Ä�Å Ò�ÉkÊ Ð Ä�Õ}Ô ÑRñRö Ö�Õ Ð Ä
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