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�;�	� � � ~ � �
�J� ��� � � � � � ��� H1, . . . , HN

� �T� � � � � n � � �#�#� � ��� � � � ��� � � � � � �;� �T� � �� � �;  ���;� � � � �T� � � �¡� � � ¢ � � � �T� � � � � �	� �*� � �¡� � �;� � � � ��� � ��� � � � � � �;� �'� � � � �
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À'ÁIÂ Ã	+�S�)TÄ�Å�Æ�+�W )TÃ

Ç È®É Ê Ë�ÌTÍ Î Ï È'Í Ð Ñ�Ð È�Ò2Ó:Ô Õ È'Í Ð Ñ2Ö × Ð × Ø Ò2× Ù�Ø�Ú Ô Î Î Ô Û�Í È'Ü:Ý'Þ Ô ß'Î Ø à�á�â ã ä�å æ�ç�è�é ê�ä ã ë
ì ã â ê'è íCç î*ç ã ï ä ã n

â ð	ïCí ñ ò ä*â å�óBç í å
n/2

ê'â ô õ â ö ÷ ä ø�ù¡Ù�Ø ú�Ö Ô Î û�Ø Ò�× Ù'Í Ö¡Ý'Þ Ô ß'Î Ø à
Í È�× Ù�Ø*ü Ð Ö Ø#Û�Ù�Ø È�× Ù�Ø#× Û¡ÔBÙ ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Ð Þ Ø;Í Ö Ô àBÔ Þ Ý'Ù'Í ü ýJÓ2Ø;Ö Ô Î û�Ø#× Ù�Ø;Ü Ø È�Ø Þ Ð Î
ü Ð Ö Ø�Í ÈoÐ:Ö Î Í Ü Ù × Î úoÖ × Þ Ô È'Ü Ø Þ�Ú Ô Þ à � þ Ô Þ Þ Ô Î Ð Þ ú ÿ ! ý���Ø ×���Ö��'Þ Ö ×BÍ È × Þ Ô�Ò���ü Ø�× Ù�Ø
È�Ô × Ð × Í Ô È�Û¡Ø;Ö Ù�Ð Î Î���Ö Ø ý

��úoÐ � ð	ç ð
	�ð�ñ î ç ã ó ! è�é ê'ä ã ì ã â ê'è Û¡Ø�à�Ø Ð È®Ð:Ý�Ð Í Þ (V,E) �
Û¡Ù�Ø Þ Ø

V
Í Ö�Ð

�'È'Í × ØCÖ Ø ×*Ð È�Ò
E ⊆ 2V − {∅, V }

ýCù�Ù�ØBØ Î Ø à�Ø È × Ö;Ô Ú
V
Ð Þ ØCü Ð Î Î Ø Ò
� ä ã å ñ ô ä í�Ð È�Ò

× Ù�Ø�Ø Î Ø à�Ø È × Ö*Ô Ú
E
Ð Þ ØBü Ð Î Î Ø Òoä ï ì ä í�Ô Ú¡× Ù�ØCÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�ý�� Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù2Í Ö k

ë
	�ð'ñ î ç ã ó8Í Ú�Ð Î ÎTÍ × Ö#Ø Ò�Ü�Ø Ö#Ð Þ Ø

k �
Ø Î Ø à�Ø È ×*Ö Ø × Ö ý�Ó:ØCØ �'ü Î ��Ò'Ø*× Ù�ØCÖ Ø × Ö

V
Ð È�Ò

∅
Ð Ö

Ø Ò�Ü Ø Ö
�
Ú Ô ÞCü Ô È û�Ø È'Í Ø È�ü Ø ý2ù�Ù�Ø�÷ ç ç ê'í�Ð Þ Ø�Ø Ò�Ü Ø Ö*Û�Ù'Í ü Ù�Ù�Ð û Ø�� ��Ö ×CÔ È�Ø�Ø Î Ø à�Ø È × ý

��ú�Ð È ç ã ï ä ã�Ô Ú¡Ð�Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù:Û¡ØCàBØ Ð È:× Ù�ØCÈ �'à*ß�Ø Þ
|V |
Ð È�Ò�ß ú�Í × Ö*í ñ ò äB× Ù�Ø
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È �'à*ß�Ø Þ
|E|
ý ��Î Î�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Í È�Ø û Ø Þ ú�× Ù�Ø Ô Þ Ø àLÔ ÚT× Ù'Í Ö�Ý�Ð Ý	Ø Þ#Ù�Ð û Ø*× Ù�Ø*Ö Ð àBØ

Ô Þ Ò'Ø Þ*Û�Ù'Í ü Ù2Û�Í Î Î�ß	Ø�Ò'Ø È�Ô × Ø Ò:ß�ú
n
ý�ù¡Ù�ØBÙ ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

(V, ∅)
Í ÖCü Ð Î Î Ø Ò ä ó#ê�å é ý

ù�Ù�Ø�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
(V, 2V − {∅, V })

Í ÖCü Ð Î Î Ø Ò®ô ç ó#ê�÷ ä å ä�Ð È�Ò2Ò'Ø È�Ô × Ø Ò2ß�ú
K(n) �Û¡Ù�Ø Þ Ø

n = |V |
ý ù¡Ù�Ø�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

(W,F )
Í Ö�ü Ð Î Î Ø ÒoÐ�í 	'ö è�é ê�ä ã ì ã â ê'è®Ô Ú;× Ù�Ø

Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
(V,E) �

Í Ú
W ⊆ V

Ð È�Ò
F ⊆ E

ýoù¡Ù�Ø�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
(V,E)

Ð È�Ò
(W,F )

Ð Þ Ø*ñ í ç óBç ã ê'è�ñ ô�Í Ú�× Ù�Ø Þ Ø#Ø ��Í Ö × Ö�Ð*ß'Í � Ø ü × Í Ô È
f : V → W

Ö ��ü Ù�× Ù�Ð ×
e ∈ EÍ Ú¡Ð È�Ò�Ô È'Î ú�Í Ú

f(e) ∈ F
ý*Ç Ú�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

H
Ð È�Ò

G
Ð Þ Ø*Í Ö Ô àBÔ Þ Ý'Ù'Í ü

�
Û¡ØCÛ¡Þ Í × Ø

H ∼= G
ýBÇ Ú

H
Í Ö;Ð�Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù2Ð È�Ò

v ∈ V (H)
× Ù�Ø È:ß ú

H − v
Û¡ØCà�Ø Ð È:× Ù�Ø

Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
(V (H) − {v}, E ′) �

Û¡Ù�Ø Þ Ø
E′ = {f − {v} : f ∈ E(H), f 6= {v}}

ý

��� ���
	 � 	 �
����� ��Ø ×
H1,H2

ß	ØBÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�ÖBÔ Ú�× Ù�Ø�Ö Ð àBØ�Ô Þ Ò'Ø Þ ý � ß'Í � Ø ü × Í Ô È
σ : V (H1) → V (H2)

Ö ��ü Ù®× Ù�Ð ×
(∀e∈E(H1))σ(e) /∈ E(H2)

Û¡Ø�Ö Ù�Ð Î Î*ü Ð Î Î*Ð
ê�â ô õ ñ ð ì Ô Ú H1

Ð È�Ò
H2
ý

��� ���
	 � 	 �
���
��ù�Ù�Ø�Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
H1, . . . ,HN

Ô Ú�Ô Þ Ò'Ø Þ
n
Ð Þ Ø#ó�	�å 	'â ÷ ÷ é¡ê'â ô õ â ö ÷ ä

Í Ú;× Ù�Ø Þ Ø�Ø ��Í Ö ×�Ø Ò�Ü Ø�Ò�Í Ö � Ô Í È ×�Ö �'ß'Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
G1, . . . , GN

Ô Ú
K(n)

Ö ��ü Ù × Ù�Ð ×
Gi

∼= Hi

Ú Ô Þ
i = 1, . . . , N

ý

��Ø × ��Ö�È�Ô × Í ü Ø;× Ù�Ð ×�Í È�× Ù�Ø;ü Ð Ö Ø
N = 2

Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
H1,H2

Ô ÚJ× Ù�Ø*Ö Ð à�Ø;Ô Þ Ò'Ø Þ
Ð Þ Ø#à �'× ��Ð Î Î ú�Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø#Í ÚJÐ È�Ò�Ô È'Î ú�Í ÚT× Ù�Ø Þ Ø*Ø ��Í Ö × Ö�Ð*Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü�Ô ÚT× Ù�Ø à�ý
ù�Ù�ØCÚ �'È�Ò'Ð àBØ È�× Ð Î�Þ Ø Ö �'Î × Ö*Ô È�Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü�Ô Ú�Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö;Û¡Ø Þ ØBÔ ß'× Ð Í È�Ø Ò:ß ú���Ð ��Ø Þ

Ð È�Ò�� Ý�Ø È�ü Ø Þ;É � Ë
�
� �'Þ È�Ö¡Ð È�Ò���ü Ù���Ö × Ø Þ;É ÿ

�
� Ë�Ð È�Ò���ü Ù ��Ö × Ø Þ;É � Ë ý���Ô Þ Ø�Þ Ø Ö �'Î × ÖJÚ Ô Þ

Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö;ü Ð È�ß�Ø �'È�Ò�Í È�Ó2Ô Õ È'Í Ð Ñ2É �
������� ËJÐ È�Ò���Ð Ý�É ÿ � Ë ý���Ô àBØ*Ü Ø È�Ø Þ Ð Î Í  Ð × Í Ô È�ÖÔ Ú¡Þ Ø Ö �'Î × Ö*Ô Ú!��Ð ��Ø Þ*Ð È�Ò�� Ý�Ø È�ü Ø Þ;Ú Ô Þ �'È'Í Ú Ô Þ à Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö;Û¡Ø Þ ØBÔ ß'× Ð Í È�Ø Ò:ß ú

"$#�Ò�Î
�
" ��ü Í %�Ö Ñ�ÍTÐ È�Ò�ù�Ð Þ Ð  �É & Ë ý

' �'Þ¡× Ù�Ø Ô Þ Ø à�Ö¡ü Ð È�ß�Ø¡û�Í Ø Û¡Ø Ò�Ð Ö�Ü Ø È�Ø Þ Ð Î Í  Ð × Í Ô È�Ö¡Ú Ô Þ�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Ô Ú�× Ù�Ô Ö Ø
Ý'Þ Ø Ö Ø È�× Ø Ò�Í È:É � Ë�ß ú(��Ð ��Ø Þ#Ð È�Ò�� Ý�Ø È�ü Ø Þ�Ú Ô Þ�Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö ý

)	Á+*-,�,�)TS	,
.#U
Ó:Ø#Ö Ù�Ð Î Î�Þ Ø Ö × Þ Í ü ×¡Ô �'Þ Ö Ø Î û Ø Ö�× Ô;Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Û�Í × Ù�Ô �'×�Ø Ò�Ü Ø Ö¡Ô ÚTÖ Í  Ø�Ü Þ Ø Ð × Ø Þ�× Ù�Ð È
n/2
ý#Ç ×�Í Ö#Ô È'Î ú�Ö àBÐ Î ÎTÎ Ô Ö Ö�Ô ÚJÜ Ø È�Ø Þ Ð Î Í × ú ý#ùTÔ�Ö Ø Ø#× Ù'Í Ö�Û¡ØCü Ô È�Ö × Þ ��ü ×#Ú Ô Þ#ÐCÜ Í û�Ø È

Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
H = (V,E)

Ð È�Ð �
��Í Î Í Ð Þ úCÙ ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
H̃
Í ÈB× Ù�Ø¡Ú Ô Î Î Ô Û�Í È'Ü*Û¡Ð ú ý ��Ø ×

E1 = {e ∈ E : |e| 6 n/2}
Ð È�Ò

E2 = {e ∈ E : |e| > n/2}
ýJÓ2Ø;Ö Ø ×

H̃ = (Ṽ , Ẽ)Û¡Ù�Ø Þ Ø
Ṽ = V

Ð È�Ò
Ẽ = E1 ∪ {V − e : e ∈ E2}

ý ��Ø × ��Ö�Ø àBÝ'Ù�Ð Ö Í  Ø#× Ù�Ð ×�Û¡Ø*Ò'Ô
È�Ô ×;ü Ô È�Ö Í Ò'Ø Þ�à �'Î × Í Ý'Î Ø*Ø Ò�Ü Ø Ö ý¡ù�Ù�Ø;Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

H̃
Ù�Ð Ö�Ð ×�àBÔ Ö ×#Ð Ö¡à�Ð È�ú�Ø Ò�Ü Ø Ö

Ð Ö
H
Ð È�Ò�Í × Ö�Ø Ò�Ü Ø Ö#Ð Þ Ø;Ô ÚJÖ Í  Ø#È�Ô ×�Ü Þ Ø Ð × Ø Þ�× Ù�Ð È

n/2
ý

/�� 0�0213����4 î
H̃, G̃

â ã ä*ó�	�å 	'â ÷ ÷ é;ê�â ô õ â ö ÷ äCå è'ä ð
H,G

â ã ä*ó�	�å 	'â ÷ ÷ é#ê'â ô õ â ö ÷ ä 5
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Proof.
��Ø ×

σ
ß	Ø¡Ð È�ú*Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü*Ô Ú

H̃
Ð È�Ò

G̃
ýTÓ:Ø¡ü Î Ð Í àN× Ù�Ð ×

σ
Í ÖTÐ Î Ö Ô;Ð�Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü

Ô Ú
H
Ð È�Ò

G
ý

Ç È�Ò'Ø Ø Ò
�
Î Ø ×

e
ß	Ø;Ð È�Ø Ò�Ü�Ø;Ô ÚT× Ù�Ø;Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

H
ý

Ç Ú
|e| 6 n/2

× Ù�Ø È
e ∈ E(H̃)

ý�Ç ×CÍ àBÝ'Î Í Ø Ö
σ(e) /∈ E(G̃)

ß�Ø ü Ð ��Ö Ø
σ
Í ÖBÐ

Ý�Ð ü Ñ�Í È'ÜCÔ Ú
H̃
Ð È�Ò

G̃
ý�� �'Ý'Ý	Ô Ö Ø�× Ù�Ð ×

σ(e) ∈ E(G)
ýJù¡Ù�Ø È

σ(e) ∈ E(G̃)
ß�Ø ü Ð ��Ö Ø

|σ(e)| 6 n/2
ý�ù¡Ù'Í Ö#ü Ô È�× Þ Ð Ò�Í ü × Í Ô È:Ö Ù�Ô Û�Ö¡× Ù�Ð ×

σ(e) /∈ E(G)
Ð Ö�ü Î Ð Í àBØ Ò	ý

Ç Ú
|e| > n/2

× Ù�Ø È
V (H) − e ∈ E(H̃)

Ö Ô
σ(V (H) − e) /∈ E(G̃)

ß
�'×
σ(V (H) − e) = V (G) − σ(e)

Ð È�Ò�Û¡Ø;Ô ß'× Ð Í È
σ(e) /∈ E(G)

ý
ù�Ù�Ø*ü Ô àCÝ'Î Ø × Ø*Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

K(n)
Ù�Ð Ö¡Þ Ø Î Ð × Í û Ø Î ú�Ú Ø Û Ö à�Ð Î ÎTÐ È�Ò�ß'Í Ü�Ø Ò�Ü�Ø Ö ý ' È�Ø

ü Ð È�Ø ��Ý�Ø ü ×¡× Ù�Ð ×¡Í Ú�Û¡Ø#Ú Ô Þ ß'Í Ò�Ô �'Þ¡Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö¡× ÔCÙ�Ð û Ø;Ö ��ü Ù�Ø Ò�Ü Ø Ö¡Û¡Ø;Ö Ù�Ð Î Î	ß	Ø
Ð ß'Î Ø�× Ô;Ý�Ð ü ÑBÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö¡Ô Ú	Ü Þ Ø Ð × Ø Þ¡Ö Í  Ø Ö ýJù�Ù�Ø�Ú Ô Î Î Ô Û¡Í È'Ü*× Ù�Ø Ô Þ Ø à Ö Ù�Ô Û#Ö�× Ù�Ð ×
Í ×�Í Ö¡Í È�Ú Ð ü ×�Ö Ô'ý�ùTÔCÝ'Þ Ô û Ø;Í ×�Û¡Ø ��Ö Ø;× Ù�Ø*Ö Ð à�Ø#à�Ø × Ù�Ô�Ò�Î Í Ñ Ø ��Ð ��Ø Þ#Ð È�Ò(� Ý	Ø È�ü Ø Þ
Í È2É � ËTÐ È�Ò�ÌJÍ Î Ï È'Í Ð Ñ�Ð È�Ò�Ó2Ô Õ È'Í Ð Ñ�Í È:É Ê Ë ý

��
� �
� � 0 ������ä å

H1,H2
ö ä�è�é ê'ä ã ì ã â ê'è í�ç î�ç ã ï ä ã n

æJñ å è'ç 	�åCä ï ì ä í�ç îBí ñ ò ä í
í óBâ ÷ ÷ ä ãCå è'â ð

k
â ð�ï ì ã ä â å ä ãBå è'â ð n − k �

î ç ã*í ç óBä
1 6 k 6 bn/2c �

í 	'ô è:å è'â å
|E(H1)||E(H2)| <

(

n
k

) 5��	è'ä ð
H1,H2

â ã ä*ó�	�å 	'â ÷ ÷ é;ê'â ô õ â ö ÷ ä 5

Proof.
��ú ��Ø àBàBÐ*ÿJÛ¡Ø�ü Ð ÈCÐ Ö Ö �'à�ØJ× Ù�Ð ×TÔ �'Þ�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�ÖTÒ'Ô�È�Ô ×TÙ�Ð û Ø¡Ø Ò�Ü Ø Ö

Ô Ú#Ö Í  ØCÜ Þ Ø Ð × Ø ÞC× Ù�Ð È
n/2
ý�Ó:Ø�ü Ô �'È�×CÐ Î Î�ß'Í � Ø ü × Í Ô È�Ö*Ú Þ Ô à

V (H1)
Ô È × Ô

V (H2)Û¡Ù'Í ü Ù Ð Þ Ø�È�Ô ×�Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü�Ö ý ��Ø ×���Ö�Ò'Ø È�Ô × Ø�ß�ú
X
× Ù�Ø�Ö Ø ×�Ô ÚCÖ ��ü Ù ß'Í � Ø ü × Í Ô È�Ö ý

�'Ô Þ
e ∈ E(H1)

Ð È�Ò
f ∈ E(H2)

Î Ø ×
Xef = {σ : σ(e) = f} �

× Ù�Ð ×�Í Ö
XefÍ ÖB× Ù�Ø�Ö Ø ×�Ô Ú;ß'Í � Ø ü × Í Ô È�ÖCÛ�Ù'Í ü Ùoà�Ð Ýo× Ù�Ø�Ø Ò�Ü Ø

e
Ô È�× Ô:× Ù�Ø�Ø Ò�Ü�Ø

f
ý�Ó2Ø�Ù�Ð û�Ø

X =
⋃

e∈E(H1),f∈E(H2)
Xef

ý2Ç Ú
|e| 6= |f |

× Ù�Ø È
|Xef | = 0

ý2Ç Ú
|e| = |f | = i× Ù�Ø È

|Xef | = i!(n − i)!
ý ��Ø ×

mi � li � i = k, . . . , bn/2c �
Ò'Ø È�Ô × Ø;× Ù�Ø;È��'à*ß	Ø Þ Ö#Ô Ú

i�
Ø Î Ø àBØ È�×;Ø Ò�Ü Ø Ö�Ô ÚT× Ù�Ø;Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

H1 � H2 �
Þ Ø Ö Ý�Ø ü × Í û Ø Î ú ý

|X| =

∣

∣

∣

∣

⋃

e∈E(H1),f∈E(H2)

Xef

∣

∣

∣

∣

6
∑

e,f

|Xef | =

bn

2
c

∑

i=k

∑

e,f
|e|=|f |=i

|Xef | =

bn

2
c

∑

i=k

∑

e,f
|e|=|f |=i

i!(n−i)!

=

bn

2
c

∑

i=k

milii!(n − i)! 6 k!(n − k)!

bn

2
c

∑

i=k

mili 6 k!(n − k)!

bn

2
c

∑

i=k

mi

bn

2
c

∑

i=k

li

= k!(n − k)!|E(H1)||E(H2)| < n!.

Ç ×JàBØ Ð È�ÖT× Ù�Ð ×T× Ù�Ø Þ Ø�Í ÖTÐ#ß'Í � Ø ü × Í Ô ÈCÚ Þ Ô à
V (H1)

Ô È × Ô
V (H2)

Û¡Ù'Í ü ÙBÍ ÖJÐ�Ý�Ð ü Ñ�Í È'Ü'ý
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ù�Ù�Ø�× Ù�Ø Ô Þ Ø à Ö Ù�Ô Û¡È Ð ß	Ô û�Ø�Í Ö�Ö Ù�Ð Þ Ý
�
Ð ×BÎ Ø Ð Ö ×�Ú Ô Þ

n
Ð È�Ò

k
Ö ��ü Ù�× Ù�Ð ×�× Ù�Ø Þ Ø

Ø ��Í Ö × Ö�Ð
(k − 1) − (n, k, 1)�

Ò'Ø Ö Í Ü È�× Ù�Ð ×#Í Ö#Ð
k �
�'È'Í Ú Ô Þ à8Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ô ÚJÔ Þ Ò'Ø Þ

nÖ ��ü Ù�× Ù�Ð ×¡Ø Ð ü Ù
(k−1) �

Ø Î Ø à�Ø È ×�Ö �'ß�Ö Ø ×¡Ô Ú	× Ù�Ø�Ö Ø ×¡Ô Ú	Í × ÖJû Ø Þ × Í ü Ø ÖJÍ Ö�ü Ô È�× Ð Í È�Ø Ò�Í È
Ø �'Ð ü × Î ú�Ô È�Ø�Ø Ò�Ü�Ø ýJÇ È�Ò'Ø Ø Ò

�
Î Ø ×

B
k
ß	Ø�Ö ��ü Ù�Ð*Ò'Ø Ö Í Ü È�Ð È�ÒBÎ Ø ×

A
k
ß	Ø�Ð

k �
�'È'Í Ú Ô Þ à

Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Û¡Ù�Ô Ö Ø�Ø Ò�Ü�Ø ÖCÐ Þ Ø
k �
Ø Î Ø àBØ È�×BÖ �'ß�Ö Ø × ÖCü Ô È�× Ð Í È'Í È'Ü:Ð �
�'Ø Ò

(k − 1) �Ø Î Ø à�Ø È ×*Ö Ø × � Û¡Ù'Í ü Ù�Í Ö#ü Ð Î Î Ø Ò�× Ù�ØCü Ø È × Ø Þ;Ô Ú
A

k
! ý ��Ø ×

σ
ß	Ø*Ð È ú�ß'Í � Ø ü × Í Ô È�Ú Þ Ô à

V (Bk)
Ô È × Ô

V (Ak)
Ð È�ÒBÎ Ø ×

C
ß�Ø¡× Ù�Ø#Ö �'ß�Ö Ø ×¡Ô Ú

V (Bk)
Û�Ù'Í ü Ù�Í ÖJà�Ð Ý'Ý�Ø Ò�Ô È�× Ô

ü Ø È × Ø Þ#Ô Ú
A

k
ß�ú

σ
ý�ù�Ù�Ø*Ö Ø ×

C
Í Ö�ü Ô È�× Ð Í È�Ø Ò�Í È�Ö Ô àBØ*Ø Ò�Ü Ø

e
Ô Ú

B
k
ý�ù¡Ù'Í Ö�Ø Ò�Ü�Ø

ü Ô È�× Ð Í È�ÖCÐ�û Ø Þ × Ø �
v
Û¡Ù'Í ü Ù:Í Ö#È�Ô ×*Ð È2Ø Î Ø à�Ø È ×CÔ Ú

C
ý��#Ô�à�Ð × × Ø Þ*Ù�Ô Û

σ
à�Ð Ý�Ö

v �
× Ù�Ø�Í à�Ð Ü�Ø

σ(e)
Ô Ú

e
Í Ö*× Ù�Ø�Ø Ò�Ü�Ø�Ô Ú

A
k
ý2ù¡Ù ��ÖC× Ù�ØBÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

B
k
Ð È�Ò

A
k
Ð Þ Ø;È�Ô ×�à �'× ��Ð Î Î ú�Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý�ù�Ù�Ø*Ö Í  Ø Ö#Ô ÚT× Ù�Ø*ü Ô È�Ö Í Ò'Ø Þ Ø Ò�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö#Ð Þ Ø

|E(Bk)| =
(

n
k−1

)

/k
Ð È�Ò

|E(Ak)| = n− k +1
ýJù¡Ù�Ø�Ý'Þ Ô�Ò���ü ×�Ô Ú�× Ù�Ø Ö Ø�È��'à*ß	Ø Þ Ö

Í Ö�Ø �'Ð ü × Î ú (

n
k

) ý

� �
� ��� � 1 � ��������ä å
H1, . . . ,HN

ö ä�è�é ê�ä ã ì ã â ê'è í:ç î�ç ã ï ä ã n
æJñ å è'ç 	�åBä ï ì ä í�ç î

í ñ ò ä í*í óBâ ÷ ÷ ä ã*å è'â ð
k
â ð�ï ì ã ä â å ä ãCå è'â ð n − k �

î ç ã*í ç óBä
1 6 k 6 bn/2c �

í 	'ô è
å è'â å ∑N

i=1 |E(Hi)| 6 2
√

(

n
k

)

− 1
5���è'ä ð

H1, . . . ,HN

â ã äCó�	�å 	'â ÷ ÷ é;ê'â ô õ â ö ÷ ä 5

Proof.
Ó2Ø;Ð Ý'Ý'Î ú�Í È�Ò���ü × Í Ô È�Ô È

N
ý

Ç Ú
N = 2

Ô �'Þ¡× Ù�Ø Ö Í Ö�Ú Ô Î Î Ô Û�Ö¡Í àBàBØ Ò�Í Ð × Ø Î ú�Ú Þ Ô à§ù¡Ù�Ø Ô Þ Ø àLÿ;Ð Ö�× Ù�Ø#Ý'Þ Ô�Ò���ü ×
Ô Ú�× Û¡Ô�Ý	Ô Ö Í × Í û�Ø*È �'à*ß�Ø Þ Ö;Û¡Ù'Í ü Ù2Ö �'àLÍ Ö#ß	Ô �'È�Ò'Ø Ò�ß�ú

2L
Í Ö#× Ù�ØCÜ Þ Ø Ð × Ø Ö ×#Û�Ù�Ø È

ß	Ô × Ù�Ô ÚT× Ù�Ø à8Ð Þ Ø
L
ý

��Ø ×
N > 2

ý�ù�Ù�ØBÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
H1, . . . ,HN−1

Ö Ð × Í Ö Ú ú�× Ù�ØBÍ È�Ò���ü × Í Ô È�Ù ú
�Ý	Ô × Ù�Ø Ö Í Ö�Ö Ô*× Ù�Ø ú�Ð Þ Ø#à �'× ��Ð Î Î ú�Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý¡ù�Ù���Ö¡× Ù�Ø Þ Ø;Ð Þ Ø;Ø Ò�Ü Ø;Ò�Í Ö � Ô Í È ×#Ö �'ß'Ù ú
�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

G1, . . . , GN−1
Ô Ú�× Ù�Ø�ü Ô àBÝ'Î Ø × Ø�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

K(n)
Ö ��ü ÙC× Ù�Ð ×

Gi
∼= HiÚ Ô Þ

i = 1, . . . , N−1
ý ��Ø ×���Ö�Ò'Ø �'È�Ø�Ð¡Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù

H = (V (K(n)),
⋃N−1

i=1 E(Gi))
ý

Ó:Ø�Ù�Ð û�Ø
|E(H)| =

∑N−1
i=1 |E(Hi)|

ýTù¡Ù�Ø Þ Ø Ú Ô Þ Ø
|E(H)|+|E(HN )| 6 2

√

(

n
k

)

−1Ö Ô
H
Ð È�Ò

HN

Ð Þ Ø�à �'× ��Ð Î Î ú*Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý�� ��Ø�× Ô�× Ù�Ø¡Ò'Ø �'È'Í × Í Ô ÈBÔ Ú'× Ù�Ø�Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
H
× Ù�Ø#Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

H1, . . . ,HN

Ð Þ Ø#à �'× ��Ð Î Î ú�Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý
Ó:Ø�Ü Í û�Ø�Ð Î Ö Ô:× Ù�Ø�Ú Ô Î Î Ô Û¡Í È'Ü�× Ù�Ø Ô Þ Ø à Û�Ù'Í ü Ù Í Ö�Ð2ß'Í ×�Ö × Þ Ô È'Ü�Ø Þ�Ú Ô Þ�× Ù�Ø�àBÔ Ö ×
Ü Ø È�Ø Þ Ð ÎJü Ð Ö Ø#Í ý Ø ý

� k = 1
ý


��
� �
� � 0 �
��4 î
H1, . . . ,HN

â ã ä®å è'ä è�é ê'ä ã ì ã â ê'è íNç î ç ã ï ä ã n
í 	'ô è§å è'â å

∑N
i=1 |E(Hi)| 6 n �

å è'ä ð
H1, . . . ,HN

â ã ä*ó�	�å 	'â ÷ ÷ é;ê�â ô õ â ö ÷ ä 5

Proof.
Ó:Ø�Ý'Þ Ô û�Ø�× Ù�Ø�ü Ð Ö Ø

N = 2
�'Þ Ö × ý2ù¡Ù�Ø�× Ù�Ø Ô Þ Ø à Û�Í Î Î¡Ú Ô Î Î Ô Û ß�ú�Ð È

Í È�Ò���ü × Í û�ØBÐ Þ Ü �'à�Ø È ×CÐ Ö#Í È�× Ù�Ø*Ý'Þ Ô�Ô Ú¡Ô Ú þ Ô Þ Ô Î Î Ð Þ ú�ÿ ý���Ü Ð Í È:Û¡ØCü Ô È�Ö Í Ò'Ø Þ*Ô È'Î ú
Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Û¡Í × Ù�Ô �'×#Ø Ò�Ü Ø Ö#Ô ÚJÖ Í  Ø#Ü Þ Ø Ð × Ø Þ�× Ù�Ð È

n/2
ý



O�P�Æ	VTW Ã�� )���(*)TÃ�Å�Ã�W � )TS .����	�',�S
�TS	P���,�U��*O�S�)TÄTÅ�Æ�+�PTÃ�Ä®Á Á Á � � �

��Ø × ��ÖBÈ�Ô × Í ü Ø�× Ù�Ð ×�Í Ú;È�Ô È�Ø�Ô Ú;× Ù�Ø�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
Hi

Ù�Ð Ö�Ð�Î Ô�Ô Ý Ð È�Ò
n > 4× Ù�Ø È × Ù�Ø úoÖ Ð × Í Ö Ú ú�× Ù�Ø�Ù ú�Ý�Ô × Ù�Ø Ö Í Ö�Ô Ú;× Ù�Ø þ Ô Þ Ô Î Î Ð Þ ú ÿ�Ö Ô�× Ù�Ø úoÐ Þ Ø�à �'× ��Ð Î Î ú

Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý�Ç ÈB× Ù�Ø#ü Ð Ö Ø
n = 2

Ð ×JÎ Ø Ð Ö ×¡Ô È�Ø�Ô Ú�Ô �'Þ�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Í Ö�Ø àBÝ'× úBÔ Þ�ß	Ô × Ù
Ô Ú�× Ù�Ø à Ù�Ð û�Ø#Ô È'Î ú�Ô È�Ø#Ø Ò�Ü�Ø�Û¡Ù'Í ü Ù�Í Ö�Ð*Î Ô�Ô Ý�ýJÇ ÈBß�Ô × Ù�ü Ð Ö Ø ÖJ× Ù�Ø ú�Ð Þ Ø�à �'× ��Ð Î Î ú
Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý�� Ö Í àBÍ Î Ð Þ;Þ Ø Ð Ö Ô È'Í È'Ü�Ö Ù�Ô Û#Ö#× Ù�Ð ×;× Ù�ØC× Ù�Ø Ô Þ Ø àLÍ Ö#× Þ ��Ø*Ú Ô Þ#× Ù�ØCü Ð Ö Ø Ö
Û¡Ù�Ø È

n = 3, 4
Ð È�Ò�Ô �'Þ¡Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Ò'ÔCÈ�Ô ×¡Ù�Ð û�Ø#Î Ô�Ô Ý�Ö ý�ù�Ù���Ö¡Û¡Ø;ü Ð È�Ð Ö Ö �'àBØ

× Ù�Ð ×#Ð ×�Î Ø Ð Ö ×#Ô È�Ø*Ô ÚT× Ù�Ø#Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Ù�Ð Ö�ÐCÎ Ô�Ô Ý�Ð È�Ò
n > 3

ý
Ó:Ø*Ð Ý'Ý'Î ú�Í È�Ò���ü × Í Ô È�Ô È

n
ý

Ç Ú
n = 3 �

Û¡Ø*Ù�Ð û�Ø*× Û¡ÔBÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö#Û�Í × Ù�Ð ×#àBÔ Ö ×#× Ù'Þ Ø ØCØ Ò�Ü Ø Ö#Û¡Ù'Í ü Ù:Ð Þ Ø
Î Ô�Ô Ý�Ö#ß�Ø ü Ð ��Ö ØCÛ¡ØBü Ô È�Ö Í Ò'Ø Þ;Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö;Û¡Í × Ù2Ø Ò�Ü�Ø Ö;Ô Ú¡Ö Í  ØCÈ�Ô ×*Ü Þ Ø Ð × Ø Þ;× Ù�Ð È
n/2

Ô È'Î ú ý�ù�Ù�Ø Þ Ø Ú Ô Þ Ø#× Ù�Ø Ö Ø#Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö#Ð Þ Ø#Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø ý
�#Ö Ö �'àBØ*× Ù�Ð ×

n > 3
Ð È�Ò

H1
Ù�Ð Ö;Ð�Î Ô�Ô Ý

{v}
ý*Ó:ØBü Ð È �'È�Ò�Ð�û Ø Þ × Ø �

w ∈
V (H2)

Ö ��ü Ù�× Ù�Ð ×
{w} /∈ E(H2)

ß	Ø ü Ð ��Ö Ø;Ô × Ù�Ø Þ Û�Í Ö Ø;Û¡Ø;Û¡Ô �'Î Ò�Ù�Ð û�Ø
|E(H1)| +

|E(H2)| > n+1
ý ��Ø × ��ÖJü Ô È�Ö Í Ò'Ø ÞJÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

H1−v
Ð È�Ò

H2−w
ýTù¡Ù�Ø ú*Ù�Ð û�Ø

n−1
û Ø Þ × Í ü Ø Ö�Ð È�Ò

|E(H1−v)|+ |E(H2−w)| = |E(H1)|−1+ |E(H2)| 6 n−1Ö ÔC× Ù�Ø ú�Ö Ð × Í Ö Ú ú�× Ù�Ø#Í È�Ò���ü × Í Ô È�Ù�ú�Ý	Ô × Ù�Ø Ö Í Ö ý�ù�Ù�Ø Þ Ø Ú Ô Þ Ø;× Ù�Ø Þ Ø;Ø ��Í Ö × Ö�ÐCÝ�Ð ü Ñ�Í È'Ü
σÔ Ú

H1 − v
Ð È�Ò

H2 − w
ýBÓ2ØBÒ'Ø �'È�ØBÐ�ß'Í � Ø ü × Í Ô È

σ′ : V (H1) → V (H2)
Í È:× Ù�Ø

Ú Ô Î Î Ô Û�Í È'Ü�Û¡Ð ú	á

σ′(x) =

{

σ(x)
Í Ú

x 6= v,

w
Í Ú

x = v.

Ó:Ø;ü Î Ð Í à × Ù�Ð ×
σ′ Í Ö¡Ð*Ý�Ð ü Ñ�Í È'ÜBÔ Ú H1

Ð È�Ò
H2
ý�Ç È�Ò'Ø Ø Ò

�
Î Ø ×

e
ß�Ø#Ð È�Ø Ò�Ü�Ø;Ô ÚT× Ù�Ø

Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù
H1
ýJÇ Ú

v /∈ e
× Ù�Ø È

e ∈ E(H1−v)
Ö Ô

σ(e) /∈ E(H2−w)
ß
�'×�Í ÈB× Ù'Í Ö

ü Ð Ö Ø
σ′(e) = σ(e)

Ð È�ÒC× Ù ��Ö
σ′(e) /∈ E(H2)

ýJÇ Ú
v ∈ e

× Ù�Ø È
σ′(e) = σ(e−{v})∪

{w}
ý;ù¡Ù�Ø Þ Ø Ú Ô Þ Ø

σ′(e) /∈ E(H2)
ß	Ø ü Ð ��Ö Ø*Ô × Ù�Ø Þ Û�Í Ö Ø

σ(e − {v}) ∈ E(H2 − w) �ÐBü Ô È�× Þ Ð Ò�Í ü × Í Ô È�ý
ù�Ù'Í Ö�× Ù�Ø Ô Þ Ø à8Í Ö¡ß�Ø Ö ×�Ý	Ô Ö Ö Í ß'Î Ø;Ö Í È�ü Ø*ÐBü Ô Î Î Ø ü × Í Ô È:Ô Ú

1�
�'È'Í Ú Ô Þ à8Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö�Í Ö

à �'× ��Ð Î Î ú�Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø#Í ÚTÐ È�Ò�Ô È'Î úBÍ Ú�× Ù�Ø;Ö �'à§Ô Ú�× Ù�Ø Í Þ�Ö Í  Ø Ö�Í Ö¡È�Ô ×¡Ü Þ Ø Ð × Ø Þ�× Ù�Ð È
n
ý

��Ø ×
fk(n)

ß�Ø�× Ù�Ø�Î Ø Ð Ö ×JÍ È × Ø Ü Ø Þ¡Ö ��ü ÙB× Ù�Ð ×J× Ù�Ø Þ Ø�Ð Þ Ø
k �
�'È'Í Ú Ô Þ à Ù ú�Ý�Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

H1
Ð È�Ò

H2
Ô ÚBÔ Þ Ò'Ø Þ

n
Û¡Ù'Í ü ÙNÐ Þ Ø�È�Ô ×�à �'× ��Ð Î Î ú®Ý�Ð ü Ñ Ð ß'Î Ø2Ð È�Ò

|E(H1)| +
|E(H2)| = fk(n)

ý
' �'Þ þ Ô Þ Ô Î Î Ð Þ úoÿCÍ àBÝ'Î Í Ø Ö;× Ù�Ð ×

fk(n) > 2
√

(

n
k

) ýCÓ2ØCÙ�Ð û Ø
f1(n) = n + 1Ð È�Ò�Í ×�Û¡Ð Ö�Ö Ù�Ô Û¡È�ß�ú���Ð ��Ø Þ#Ð È�Ò�� Ý�Ø È�ü Ø Þ*É � Ë�× Ù�Ð ×

f2(n) = d3n/2e − 1
ý

ù�Ù�Ø�ü Ô È�Ö × Þ ��ü × Í Ô ÈCÔ Ú�Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö
A

2
Ð È�Ò

B
2
Ö ��ü ü Ø Ø Ò�Í È'Ü;ù�Ù�Ø Ô Þ Ø à ÿJÜ Í û�Ø Ö

�Ú Ô Þ
n
Ø û Ø È

�
Ð È

(n − 1) �
Ø Ò�Ü Ø:Ö × Ð Þ�Ð È�Ò Ð È

n/2 �
Ø Ò�Ü Ø�à�Ð × ü Ù'Í È'Ü'ý ù�Ù'Í Ö�Í Ö�Ð È

Ø ��× Þ Ø àBÐ Î�Ý�Ð Í ÞCÔ Ú¡Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö*Í È2× Ù'Í Ö*ü Ð Ö Ø
�
Í ý Ø ý
� |E(A2)| + |E(B2)| = f2(n)

ý�Ó:Ø
Ù�Ð û Ø*Ð Î Ö Ô

|E(A1)| + |E(B1)| = f1(n) �
Ú Ô Þ�Ð È ú

n
ý
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��Í È�Ò�Í È'ÜB× Ù�Ø;Ø �'Ð ü ×�û Ð Î ��Ø;Ô Ú
fk(n) �

Ú Ô Þ
k > 3 �

Í Ö�Ð È�Ô Ý�Ø È�Ý'Þ Ô ß'Î Ø à�ýJÓ:Ø*ü Ô È � Ø ü
�× �'Þ Ø*× Ù�Ð ×#Ú Ô Þ;Ð È�Ð Þ ß'Í × Þ Ð Þ ú

k
Ô �'Þ#Ù�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö

A
k
Ð È�Ò

B
k
Ú Ô Þ àLÐ È�Ø ��× Þ Ø à�Ð Î

Ý�Ð Í Þ;Ô ÚJÙ�ú�Ý	Ø Þ Ü Þ Ð Ý'Ù�Ö#Ú Ô Þ�× Ù'Í Ö�Ý'Þ Ô ß'Î Ø à
�
Í ý Ø ý
� |E(Ak)| + |E(Bk)| = fk(n) �

Ý'Þ Ô
�û�Í Ò'Ø Ò�× Ù�Ð ×#Ð

(k − 1) − (n, k, 1)�
Ò'Ø Ö Í Ü È�Ø ��Í Ö × Ö ý

��� � � ��� ��� �
	
� � 
 ¿#� ��� � ����� �����'� � � � ��� � � � ¯ � p c j ^ (p, p−2)

r j Y � b#e f�Z _ g ] Y e g�c h¡e g*e ] f�Z _ d���\ c d;c g�] ¯
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