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�/ 	¡ ¢ £ � ¤ ¢
¥ � �#¦M� � § � ¨�� ¨ � � � K(n, k) � §>� � �#� ¨ � � �)©>� ª § �#� � ¨ � � « � §�« ª ¨ ¨ � § ��ª ���� ª k ¬ � � � ­/� � ��§ � ®�§ � � §	ª ��§ � � {1, 2, . . . , n} � ����� ©Fª�� � ¨ � � « � §	� ¨ �>� � ¯ � « � � �	� �� ���/ª � � �/� ��� � � �/¨ � � ¨ � § � � �>� � § ¯ ª � � �>§ � ®�§ � � § �	° �T� � � §���� ��� ¨>©F�M§ � ��� �/� � �

� ¨ ª ® � � ­±ª �F� ² � � � � ® � �T« ª � ª ¨ � � �Tª �F¦M� � § � ¨M� ¨ � � ��§ ����� ­/� � � �%©F�#� § � � ® � � § �
� � �T� ² � � � � ® � �?« � ¨ ª ­/� � � «#� � ­#®�� ¨#� ª ¨#� ¨ � � ��§ K(n, 2) � ��� K(n, 3) ��° �� � � � � � ª ���>� ª ¨?§ � ³/« � � � � � ��� � ¨ � � n ����� � � � �T� � ��� ¨?®�ª � ����ª �,� ² � � � � ® � �« � ¨ ª ­/� � � «?� � ­#®�� ¨?ª ��� ¨ � � � K(n, k) � §T� � � � ���µ´�� ��� � � � ��� � ��« � § � §/ª �
K(2k, k) � ��� K(2k + 1, k) � ¨ ��� � § « ��§ § � �%�¶ � ·%¸#¹ £ º�¡ �F� ² � � � � ® � ��« ª � ª ¨ � � ��� ¦�� � § � ¨>� ¨ � � ���
» ¼�¼�¼�½ � ¢ ¾ � ��� ¢ � ¤ ¡/¿�À% �Á � ¤ ¢TÂ � � ¡ ¡ � Ã	¤ � ¢ � ¹�ÄF�FÅ Æ Ç�È Æ � Å Æ É�È Ê �

Ë%Ì8Í U	I�H�DFN�W�Z�I�L DFU

Î�Ï�Ð�Ñ�Ò Ó Ô Ò ÑVÒ Õ/Ó Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ô Ú Ô Ó ÝKÞMØ ß)Ô Ñ Ó Ü Ò�à�×�Û Ð àKÙ�Ý�á�Ð Ý Ð Ü�â ã ä åVæ
ç Ü Ø è%Ï G = (V,E)

Ô ß/ß Ø Ô à�Ó Ò�Ù�Ð�é ê ë�ì í î ï ð ñ�ò ó ô õ ð õ ò î ï ð é�Ô ÕMÔ Ó ß#ö�Ð Ü Ó Ð ÷�ß Ð Ó
V
Û Ø Ñ

Ù	ÐTè�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ð à�Ô Ñ�Ó Ò
r
Û Ú Ø ß ß Ð ß

V1, V2, . . . , Vr
ß ×�Û Ï�Ó Ï�Ø Ó/Ð Ø Û Ï

Vi
Ô ß/Ø Ñ�Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ%ø

à%Ð Ñ Ó�ß Ð Ó)ùúÓ Ï�Ø Ó)Ô ß û�Ñ�Ò�Ó ÞMÒ,ö Ð Ü Ó Ô Û Ð ß?Õ Ü Ò ü
Vi
Ø Ü Ð�Ø à ý Ø Û Ð Ñ Ó û

i = 1, . . . , r
ù

Ø Ñ�à
|#Vi − #Vj| ≤ 1

Õ Ò Ü�Ð ö�Ð Ü Ý
i, j
û�Þ�Ï�Ð Ü Ð

#S
à%Ð Ñ�Ò Ó Ð ß?Ó Ï�Ð�Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó ÝKÒ Õ

Ø ç Ô ö�Ð Ñ,ß Ð Ó S
å�þ ×�Û Ï,è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ

V1, V2, . . . , Vr
Ô ßTÛ Ø Ú Ú Ð à,Ø ÑKé ê ë�ì í î ï ð éTÿ�î ò í ì í ì õ ��å

Î�Ï�Ð?ß ü)Ø Ú Ú Ð ß Ó#Ô Ñ�Ó Ð ç Ð Ü r
Õ Ò Ü�Þ�Ï%Ô Û Ï

G
Ô ß#Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý

r
ø Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ú Ð/Ô ß���Ñ�Ò ÞMÑ,Ø ß�Ó Ï�Ð

∗ � � � � � � � 	 
�� 
���� 	���� � � 
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é ê ë�ì í î ï ð é)ô ��ò õ �)î í ì ô �%ë��)ï é òTÒ Õ
G
Ø Ñ�à�à%Ð Ñ�Ò Ó Ð à�Ù Ý

χ=(G)
åMþ Ô Ñ�Û Ð/Ø Ñ�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð

Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç Ô ß�Ø?è%Ü Ò è	Ð Ü#Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç û�ÞMÐ#Ï�Ø ö�Ð �
� � !

χ=(G) ≥ χ(G),

ÞMÏ�Ð Ü Ð
χ(G)

à%Ð Ñ�Ò Ó Ð ßMÓ Ï�Ð/Ò Ü à�Ô Ñ�Ø Ü Ý�Û Ï%Ü Ò ü)Ø Ó Ô Û/Ñ ×%üTÙ�Ð Ü#Ò Õ ç Ü Ø è%Ï G
å�� ÓMÔ ß�ÞMÒ Ü Ó Ï

è	Ò Ô Ñ�Ó Ô Ñ ç Ò ×%Ó�Ó Ï�Ø Ó�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð r
ø Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ô Ú Ô Ó ÝVÒ Õ

G
à%Ò�Ð ß)Ñ�Ò Ó�Ô ü?è%Ú ÝKÓ Ï�Ø Ó

G
Ô ß

Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý
(r+1)

ø Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ú Ð å>æ�Û Ò ×%Ñ�Ó Ð Ü Ð ÷%Ø ü)è%Ú ÐMÔ ß�Ó Ï�Ð�Û Ò ü?è%Ú Ð Ó Ð�Ù%Ô è�Ø Ü Ó Ô Ó Ð ç Ü Ø è%Ï
K3,3

ÞMÏ%Ô Û Ï�Û Ø Ñ�Ù	ÐTÐ Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý�Û Ò Ú Ò Ü Ð à�ÞMÔ Ó Ï�Ó ÞMÒ)Û Ò Ú Ò Ü ß û%Ù%×%Ó�Ñ�Ò Ó�Þ�Ô Ó Ï�Ó Ï%Ü Ð Ð å
æ�è%è%Ú Ô Û Ø Ó Ô Ò Ñ�ß�Ò Õ>Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç Û Ø Ñ�Ù	Ð#Õ Ò ×%Ñ�à�Ô Ñ�ß Û Ï�Ð à�×%Ú Ô Ñ ç Ø Ñ�à�Ó Ô ü�Ð ø

Ó Ø Ù%Ú Ô Ñ ç å
	MÒ Ñ�ß Ô à%Ð Ü û�Õ Ò ÜMÐ ÷%Ø ü)è%Ú Ð û%Ø/è%Ü Ò Ù%Ú Ð ü Ò ÕFÛ Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô Ñ ç ×%Ñ%Ô ö Ð Ü ß Ô Ó Ý)Ó Ô ü�Ð Ó Ø ø
Ù%Ú Ð ß å��,Ð�Û Ø Ñ�ü�Ò�à%Ð ÚMÓ Ï%Ô ßTè%Ü Ò Ù%Ú Ð ü Ø ß)Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç Ó Ï�Ð�ö�Ð Ü Ó Ô Û Ð ß)Ò Õ#Ó Ï�Ð ç Ü Ø è%Ï GÞMÏ�Ò ß Ð�Ñ�Ò�à%Ð ß?Û Ò Ü Ü Ð ß è	Ò Ñ�à<Ó Ò�Û Ú Ø ß ß Ð ß û�Ð à ç Ð ß)Û Ò Ü Ü Ð ß è�Ò Ñ�à<Ó Ò�Ó Ô ü)Ð�Û Ò Ñ�
%Ô Û Ó ß?Ù	Ð ø
Ó ÞMÐ Ð Ñ�Û Ú Ø ß ß Ð ß û%Ø Ñ�à�Û Ò Ú Ò Ü ß�Ó ÒTÏ�Ò ×%Ü ß å�� Õ�Ó Ï�Ð/ß Ð ÓMÒ ÕFØ ö Ø Ô Ú Ø Ù%Ú Ð#Ü Ò�Ò ü)ß�Ô ß�Ü Ð ß Ó Ü Ô Û Ó Ð à	û
Ó Ï�Ð Ñ�ÞMÐTü)Ø Ý�Ù	Ð/Õ Ò Ü Û Ð à�Ó Ò)è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ó Ï�Ð/ö�Ð Ü Ó Ð ÷�ß Ð Ó#Ô Ñ Ó Ò)Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ ÓTß ×%Ù�ß Ð Ó ß
Ò Õ�Ø ß/Ñ�Ð Ø Ü?Ð Ö ×�Ø ÚMß Ô � Ð)Ø ß/è	Ò ß ß Ô Ù%Ú Ð ûFß Ô Ñ�Û Ð?Ó Ï�Ð Ñ,Ó Ï�Ð?Ü Ò�Ò ü ×�ß Ø ç Ð?Ô ß/Ó Ï�Ð?Ï%Ô ç Ï�Ð ß Ó å
æ�Ñ�Ò Ó Ï�Ð Ü#Ø è%è%Ú Ô Û Ø Ó Ô Ò Ñ�ß#Ò Õ>Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç Û Ø Ñ�Ù�Ð#Õ Ò ×%Ñ�à�Ô Ñ,â � ä å

� Ñ�Ó Ï%Ô ß�è�Ø è	Ð Ü�ÞMÐ#Ô Ñ�ö Ð ß Ó Ô ç Ø Ó Ð#Ó Ï�Ð#Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ô Ú Ô Ó Ý�Ò Õ��#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï�ß å
� Ô ö Ð Ñ<Ó ÞMÒ�è�Ò ß Ô Ó Ô ö Ð?Ô Ñ Ó Ð ç Ð Ü ß n

Ø Ñ�à
k
û
n ≥ 2k

ûFÓ Ï�Ð�� �	é � é ò�� ò î ÿ��
K(n, k)

Ô ß
Ó Ï�Ð ç Ü Ø è%Ï�Þ�Ï�Ò ß Ð�ö Ð Ü Ó Ô Û Ð ß�Û Ò Ü Ü Ð ß è	Ò Ñ�à?Ó Ò k

ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó�ß ×%Ù�ß Ð Ó ß�Ò Õ�ß Ð Ó
{1, 2, . . . , n}Ø Ñ�à�Ó ÞMÒ�ö Ð Ü Ó Ô Û Ð ß/Ø Ü Ð?Ø à ý Ø Û Ð Ñ Ó/Ô Õ�Ø Ñ�à�Ò Ñ%Ú Ý�Ô Õ�Ó Ï�Ð Ý�Ü Ð è%Ü Ð ß Ð Ñ�ÓTà�Ô ß ý Ò Ô Ñ�Ó/ß ×%Ù�ß Ð Ó ß å

� Ñ�� ã � �%û��#Ñ�Ð ß Ð Ü?â � ä>Û Ò Ñ ý Ð Û Ó ×%Ü Ð à�Ó Ï�Ø Ó
χ(K(n, k)) ≥ n − 2k + 2

û
n ≥ 2k ≥ 2

û
ÞMÏ%Ô Û Ï�ÞMØ ßMè�Ò ß Ô Ó Ô ö Ð Ú Ý�ö Ð Ü Ô ��Ð à�Ù�Ý���Ò ö Ø ß �/Ô Ñ�� ã �  �â  ä å
!#"%$ &(' $ )+*(, *µâ  ä ,.-�é í

K(n, k)
ï é?î�� ��é � é ò.� ò î ÿ���î ��/

n ≥ 2k ≥ 2 021 �%é �

χ(K(n, k)) = n − 2k + 2.

þ Ô Ñ�Û Ð�Ó Ï�Ð ÑVß Ð ö�Ð Ü Ø Ú#Ó Ý�è	Ð ß�Ò ÕTÛ Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç ß�Ò Õ��#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï�ß�Ï�Ø ö Ð�Ù�Ð Ð ÑVÛ Ò Ñ�ß Ô à�ø
Ð Ü Ð à	å�3�Ò Ü?Ð ÷%Ø ü)è%Ú Ð û�Ó Ï�Ð?üT×%Ú Ó Ô Û Ï%Ü Ò ü)Ø Ó Ô Û)Ñ�×%üTÙ	Ð Ü?Ø Ñ�à�Ó Ï�Ð)Û Ô Ü Û ×%Ú Ø Ü?Û Ï%Ü Ò ü�Ø Ó Ô Û
Ñ ×%üTÙ�Ð Ü � Ø Ú ß Ò ��Ñ�Ò ÞMÑ,Ø ß�Ó Ï�Ð#4 ß Ó Ø Ü/Û Ï%Ü Ò ü�Ø Ó Ô Û?Ñ ×%üTÙ�Ð Ü 5 ! Ò Õ��#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï�ß#ÞMØ ß
Ô Ñ�ö Ð ß Ó Ô ç Ø Ó Ð à�Ô Ñ,â 6%û(7 äFØ Ñ�à,â 8�û9� � û�� �%û�� 6 ä û%Ü Ð ß è�Ð Û Ó Ô ö Ð Ú Ý å
:2; '<' $ = ;%> ? = ,<� Ñ,Ó Ï%Ô ßTè�Ø è�Ð ÜTÞMÐ�Û Ò Ú Ò Ü��#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï�ßTÔ Ñ<Ó Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð)ÞMØ Ý å
@ ×%Ü�Ü Ð ß ×%Ú Ó ß#Ø Ü Ð#Ó Ï�Ð/Õ Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç Ó Ï�Ð Ò Ü Ð ü�ß å
!#"%$ &(' $ )+*(, A(,�-�é í

K(n, 2) B n ≥ 4 B ï é)î�� �	é � é ò.� ò î ÿ�� 021 �%é �

χ=(K(n, 2)) =

{

n − 2
ì C

n = 4, 5, 6;
n − 1

õ í �%é ò D>ì � é
.
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!#"%$ &(' $ )+*(, ��,�-�é í
K(n, 3) B n ≥ 6 B ï é)î�� �	é � é ò.� ò î ÿ�� 021 �%é �

χ=(K(n, 3)) =







n − 4
ì C

6 ≤ n ≤ 13;
n − 3

ì C
n ∈ {14, 15};

n − 2
õ í �%é ò D>ì � é

.

!#"%$ &(' $ )+*(, ��,���õ ò?î �%ñ/ÿ%õ � ì í ì � éTì �%í é ��é ò
k B ì C n

ì �Tð î ò � é?é ��õ ë � � B í �%é �

χ=(K(n, k)) = n − k + 1.

!#"%$ &(' $ )+*(, �(,���õ ò
k ≥ 1 B χ=(K(2k, k)) = 2

î �(/
χ=(K(2k + 1, k)) = 3 0

�	Ì8\#H	G�` L X/L U	SFH	L G�a

3%Ò ÜFß Ô ü?è%Ú Ô Û Ô Ó Ý û Ó Ò�Ø ö Ò Ô àTß Ò ü)Ð�Û Ò Ñ%Õ ×�ß Ô Ò ÑTÞMÏ%Ô Û ÏTü�Ø Ý/Ø Ü Ô ß ÐFÞ�Ï�Ð Ñ?Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü Ô Ñ ç ö�Ð Ü ø
Ó Ô Û Ð ß�Ò Õ��#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï�ß�Ù	Ð Ô Ñ ç ß ×%Ù�ß Ð Ó ß�Ó Ï�Ð ü)ß Ð Ú ö Ð ß û%ÞMÐTß Ï�Ø Ú Ú�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü#Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð
Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç ß�Ò Õ�ß Ð Ó>Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß å%�,Ð�ß Ø Ý?Ó Ï�Ø ÓMØTß Ð Ó>Õ Ø ü?Ô Ú Ý F Ô ß�ì �(/ é ÿ�é �(/ é �%í>Ô Õ	Õ Ò Ü�Ø Ñ ÝÓ ÞMÒ)ß Ð Ó ß

S1, S2 ∈ F
û�ÞMÐ#Ï�Ø ö Ð

S1 ∩ S2 6= ∅
å��#Ð ÷�Ó û%Ø?ß Ð ÓMÕ Ø ü?Ô Ú Ý

F
Ô ß�ß Ø Ô à)Ó ÒTÙ	Ð

é ê ë�ì í î ï ð ñ)ò ó ô õ ð õ ò î ï ð é/Ô Õ	Ô ÓMÛ Ø Ñ�Ù�ÐMè�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ð à�Ô Ñ�Ó Ò
r
ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

F1,F2, . . . ,Frß ×�Û Ï�Ó Ï�Ø Ó)Ð Ø Û Ï
Fi
û
i = 1, . . . , r

û>Ô ßTÔ Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó�Ø Ñ�à
|#Fi − #Fj | ≤ 1

Õ Ò Ü
Ð ö Ð Ü Ý

1 ≤ i, j ≤ r
û�ÞMÏ�Ð Ü Ð

#S
à%Ð Ñ�Ò Ó Ð ßTÓ Ï�Ð�Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý<Ò Õ�Ø ç Ô ö Ð Ñ<Õ Ø ü)Ô Ú Ý S �ß ×�Û Ï�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ

F1,F2, . . . ,Fr
Ô ß�Û Ø Ú Ú Ð à)Ø Ñ�é ê ë�ì í î ï ð éMÿ�î ò í ì í ì õ ��åFæ�Ñ�à2�%Ñ�Ø Ú Ú Ý û�Ó Ï�Ð

ß ü)Ø Ú Ú Ð ß ÓMÔ Ñ Ó Ð ç Ð Ü r
Õ Ò ÜMÞMÏ%Ô Û Ï

F
Ô ß�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý

r
ø Û Ò Ú Ò Ü Ø Ù%Ú Ð/Ô ßMÛ Ø Ú Ú Ð à�Ó Ï�Ð)é ê ë�ì í î ï ð é

ô ��ò õ �)î í ì ô ��ë��)ï é ò)Ò Õ
F
Ø Ñ�à�à%Ð Ñ�Ò Ó Ð à�Ù�Ý

χ=(F)
å

��� ;�� ? � �%> $"! & > &(' � #�$ &�%�& # $ = $ ' $ ' � ' "%= ,���Ð Ó
[n](k) à%Ð Ñ�Ò Ó Ð ßFÓ Ï�Ð�Õ Ø ü?Ô Ú Ý?Ò Õ	Ø Ú Ú

k
ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó�ß ×%Ù�ß Ð Ó ßFÒ Õ%Ó Ï�Ð�ß Ð Ó

[n] = {1, . . . , n}
å%3�Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç Ó Ï�Ð�Ø Ù�Ò ö ÐMà%Ð �%Ñ%Ô Ó Ô Ò Ñ�ß û

Ô Ó?Ð Ø ß Ý�Ó Ò�ß Ð Ð?Ó Ï�Ø ÓTÓ Ï�Ð)Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð)Û Ï%Ü Ò ü)Ø Ó Ô Û)Ñ ×%üTÙ�Ð Ü
χ=(K(n, k))

Ò Õ �#Ñ�Ð ß Ð Ü
ç Ü Ø è%Ï K(n, k)

Ô ßMÐ Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ�ÓMÓ ÒTÓ Ï�Ð/Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/Û Ï%Ü Ò ü)Ø Ó Ô Û#Ñ�×%üTÙ	Ð Ü
χ=([n](k))

Ò Õ
Õ Ø ü)Ô Ú Ý

[n](k) û%Ø Ñ�à)Ó Ï�Ð Ü Ð Õ Ò Ü Ð û%Ù Ý�Ð ß Ó Ô ü)Ø Ó Ô Ñ ç Ù	Ò ×%Ñ�à%ßMÒ Ñ χ=([n](k))
ÞMÐ#Ð ß Ó Ô ü�Ø Ó Ð

Ù	Ò ×%Ñ�à%ß�Ò Ñ
χ=(K(n, k))

Ø ßMÞMÐ Ú Ú û�Ø Ñ�à(� ì ô é)� é ò � î å
*�&() � #���? &(' &�% � % � ) � > + ,���Ð Ó

F
Ù	Ð�Ø#Õ Ø ü?Ô Ú Ý)Ò Õ�ß ×%Ù�ß Ð Ó ß�Ò Õ�Ø ç Ô ö Ð Ñ�ß Ð Ó X

û�Ø Ñ�à
Ú Ð Ó

D
Ù�Ð/Ø�ß ×%Ù�ß Ð Ó#Ò Õ

X
å
�,ÐTß Ø Ý�Ó Ï�Ø Ó#ß Ð Ó

D
Ô ß#Ø / õ �?ì �	î í õ òTõ C

F
Ô Õ>Õ Ò Ü#Ð ö�Ð Ü Ý

S ∈ F
ÞMÐ#Ï�Ø ö Ð

S ∩D 6= ∅
å>æ à%Ò ü)Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü�Ò Õ

F
Ò ÕFÓ Ï�Ð#ü)Ô Ñ%Ô üT×%ü;Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý�Ô ß

Û Ø Ú Ú Ð à�Ó Ï�Ð��?ì �%ì �?ë�� / õ �?ì ��î í õ òTõ C
F 0 � Ñ�� ã 7 ��û�,�Ô Ú Ó Ò Ñ�Ø Ñ�à�á�Ô Ú Ñ�Ð ÜTâ � ä	è%Ü Ò ö Ð à

!#"%$ &(' $ ) A�, *µâ � ä ,.-�é í
F ⊆ [n](k) ï é)î ��ì ��/ é ÿ%é ��/ é ��í(C î �?ì ð ñ)õ C.� ì - é?î í�ð é î � í
(

n − 1

k − 1

)

−

(

n − 1 − k

k − 1

)

+ 2.
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1 �%é �
⋂

S∈F

S 6= ∅.

Î�Ï�Ð�Ø Ù	Ò ö�Ð)Ó Ï�Ð Ò Ü Ð ü Ô ü?ü�Ð à�Ô Ø Ó Ð Ú Ý,Ú Ð Ø à%ßTÓ Ò�Ó Ï�Ð)Õ Ò Ú Ú Ò ÞMÔ Ñ ç Û Ò Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý,Þ�Ï%Ô Û Ï<ÞMÐ
ß Ï�Ø Ú ÚFÐ ÷�Ó Ð Ñ�ß Ô ö Ð Ú Ý�×�ß Ð#Ó Ï%Ü Ò × ç Ï�Ò ×%Ó�Ó Ï�Ð#è�Ø è�Ð Ü å
� &(' & > > � ' + A�, A±â 7 ä , -�é í

F ⊆ [n](k) ï é?î ��ì �(/ é ÿ�é �(/ é �%í�C î �?ì ð ñ�õ C.� ì - é?î í�ð é î � í
(

n − 1

k − 1

)

−

(

n − 1 − k

k − 1

)

+ 2.

1 �%é �
⋂

S∈F

S = {i}

C õ ò�� õ �)é
i ∈ [n] B í �%î í?ì � B {i} ì ��í �%é<�?ì �%ì �?ë�� õ �	é ó é ð é �)é ��í2/ õ �?ì �	î í õ ò�õ CC î �?ì ð ñ

F B î ��/2�)õ ò é õ � é ò B / õ �?ì �	î í õ ò {i} ì �Të �%ì ê ë%é 0
Proof.

� Ó/Õ Ò Ú Ú Ò Þ#ß/Õ Ü Ò ü Ó Ï�Ð?Õ Ø Û Ó/Ó Ï�Ø Ó/Ô Õ ⋂

S∈F S
Ï�Ø ßTØ Ó/Ú Ð Ø ß Ó/Ó ÞMÒ�Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß û

Ó Ï�Ð Ñ
F
Ô ß#Ò Õ�ß Ô � Ð?Ø Ó#ü)Ò ß Ó (

n−2
k−2

) û	ÞMÏ%Ô Û Ï�Ô ß#ß ü�Ø Ú Ú Ð Ü/Ó Ï�Ø Ñ (

n−1
k−1

)

−
(

n−1−k
k−1

)

+ 2ù@Ø)Û Ò Ñ�Ó Ü Ø à�Ô Û Ó Ô Ò Ñ�å

�	Ì��)��G
���FW�L I SFE�`�G(� ��H�DFX#S�I�L Z��TW�X/E�G�H
χ=([n](2))

� ÑVÓ Ï%Ô ß�ß Ð Û Ó Ô Ò Ñ�û#ÞMÐ�è%Ü Ò ö�Ô à%Ð�Ó Ï�Ð�Ð ÷%Ø Û Ó�Ù	Ò ×%Ñ�à%ß�Ò ÑVÓ Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð,Û Ï%Ü Ò ü�Ø Ó Ô Û
Ñ ×%üTÙ�Ð Ü

χ=([n](2))
å 3%Ò Ü�ß ü)Ø Ú Ú�ö Ø Ú ×�Ð ß)Ò Õ

n = 4, 5, 6
û�ÞMÐ�Ð ÷�è%Ú Ô Û Ô Ó Ú Ý ç Ô ö Ð�Ó Ï�Ð

ü?Ô Ñ%Ô üT×%ü Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð)Û Ò Ú Ò Ü Ô Ñ ç ß û�ÞMÏ%Ô Ú Ð?Õ Ò Ü/Ú Ø Ü ç Ð Ü/ö Ø Ú ×�Ð ßTÒ Õ n ≥ 7
û	Ó Ï�Ð?è%Ü Ò�Ò Õ�Ô ß

Û Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô ö�Ð û�Ø Ñ�à�Õ Ò ÜMÑ�Ð Û Ð ß ß Ô Ó Ý û%ÞMÐ/ü)Ø � Ð/×�ß Ð/Ò Õ�	MÒ Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý ��å ��å
!#"%$ &(' $ ) �9, *�,
� Ø ! ��õ ò

n = 4, 5, 6 B D�é �%î � é χ=([n](2)) = n − 2 0� Ù ! ��õ ò
n ≥ 7 B D�é �%î � é χ=([n](2)) = n − 1.

Proof.
� Ø !�� Ü Ò è	Ð ÜMÐ Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß�Ò Õ

[n](2)
û
n = 4, 5, 6

û Ü Ð ß è	Ð Û Ó Ô ö�Ð Ú Ý û�Ø Ü Ð
ç Ô ö Ð Ñ�Ô Ñ 3FÔ ç ×%Ü Ð2� � Ø ø Û ! åMÎMÏ�Ð/Ò è%Ó Ô ü)Ø Ú Ô Ó Ý�Ò ÕFÓ Ï�Ð ç Ô ö�Ð Ñ�Ù�Ò ×%Ñ�à%ß�Õ Ò Ú Ú Ò Þ#ß�Õ Ü Ò ü � � !
Ø Ñ�à�Ó Ï�Ð/Õ Ø Û Ó�Ó Ï�Ø Ó

χ(K(n, 2)) = n − 2
Ù Ý�Î�Ï�Ð Ò Ü Ð ü � å � å

� Ù ! 3�Ò Ü/Ñ�Ð Û Ð ß ß Ô Ó Ý ûFß ×%è%è	Ò ß ÐTÒ Ñ�Ó Ï�Ð?Û Ò Ñ Ó Ü Ø Ü Ý�Ó Ï�Ø Ó
χ=([n](2)) ≤ n − 2

û�Ø Ñ�à�Ú Ð Ó
F1,F2, . . . ,Fn−l

û
l ≥ 2

û�Ù	Ð#Ø Ñ�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
[n](2)

Ô Ñ�Ó Ò
(n− l)Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó/ß ×%Ù%Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß å>æ#ß

|#Fi − #Fj| ≤ 1
û
1 ≤ i, j ≤ n − l

û%Ó Ï%Ô ßMÕ Ò Ü Û Ð ß
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#Fi =

⌊

(

n
2

)

n − l

⌋

Ò Ü
#Fi =

⌈

(

n
2

)

n − l

⌉

, 1 ≤ i ≤ n − l.

� � F1 F2
®�� F1 F2 F3

« � F1 F2 F3 F4

{1, 2} {1, 4} {1, 2} {1, 4} {1, 5} {1, 2} {1, 4} {1, 5} {1, 6}
{1, 3} {2, 4} {1, 3} {2, 4} {2, 5} {1, 3} {2, 4} {2, 5} {2, 6}
{2, 3} {3, 4} {2, 3} {3, 4} {3, 5} {2, 3} {3, 4} {3, 5} {3, 6}

{4, 5} {4, 6} {4, 5} {5, 6}

´�� � � ¨ �/È ���F² � � � � ® � ����� ¨ � � � � ª ��§Fª �	� � [4](2) � ®�� [5](2) ��� ���T« � [6](2) �
þ Ô Ñ�Û Ð

n ≥ 7
Ø Ñ�à

l ≥ 2
û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

#Fi ≥ 4
û
i = 1, . . . , n − l

å���Ý 	�Ò Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý ��å ��û
Ó Ï�Ð Ü Ð/Ð ÷�Ô ß ÓMÓ ÞMÒ)à�Ô ��Ð Ü Ð Ñ�Ó#Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó ß

x, y ∈ [n]
ß ×�Û Ï�Ó Ï�Ø Ó�Ñ�Ð Ô Ó Ï�Ð Ü

{x}
Ñ�Ò Ü

{y}
Ô ß

Ó Ï�Ð � ×%Ñ%Ô Ö ×�Ð ! ü)Ô Ñ%Ô üT×%ü à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü>Ò Õ�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
Fi
û
i = 1, . . . , n−l

å�	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û
2
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�ÓMß Ð Ó

{x, y} /∈
⋃n−l

i=1 Fi
û�Ø Ñ�à?Ó Ï�×�ß ⋃n−l

i=1 Fi 6= [n](2)
ù Ø/Û Ò Ñ�Ó Ü Ø à�Ô Û Ó Ô Ò Ñ�å

3%Ò Ü#ß ×��)Û Ô Ð Ñ�Û Ý û�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü�Ó Ï�Ð#Õ Ò Ú Ú Ò ÞMÔ Ñ ç ß Ð Ó�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ F1, . . . ,Fn−1
�

F2j+1 : = {{2k − 1, 2j + 1} : 1 ≤ k ≤ j} ∪ {{2j + 1, 2k} : j < k ≤ bn/2c} ∪

{{2j + 1, n}}

F2j : = {{2k, 2j} : 1 ≤ k < j} ∪ {{2j, 2k + 1} : j ≤ k < bn/2c} ∪

{{2j, n}}
æ�Ú Ú�ÞMÐ/Ñ�Ð Ð à�Ô ßMÓ Ò?è%Ü Ò ö�Ð/Ó Ï�Ø Ó �
� Ø ! Ð Ø Û Ï�Ò ÕFÕ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

Fi
Ô ßMÔ Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó û

i = 1, . . . , n − 1 �
� Ù ! ⋃n−1

i=1 Fi = [n](2) �
� Û !

|#Fi − #Fj | ≤ 1
û%Õ Ò Ü

i, j = 1, . . . , n − 1
å

� Ø ! � Ó�Õ Ò Ú Ú Ò Þ�ßMÕ Ü Ò ü Ó Ï�Ð�Õ Ø Û ÓMÓ Ï�Ø Ó�Õ Ò ÜMÐ ö�Ð Ü Ý
i = 1, . . . , n− 1

û%Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó
{i}
Ô ß�Ó Ï�Ð

ü?Ô Ñ%Ô üT×%ü à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü/Ò Õ
Fi
û�Ó Ï�Ø Ó�Ô ß û

i ∈ S
Õ Ò Ü�Ð ö�Ð Ü Ý

S ∈ Fi
å

� Ù ! ��Ð Ó
{x, y}

Ù	Ð/Ø
2
ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó/ß ×%Ù�ß Ð Ó#Ò Õ

[n]
å��<Ð#Ï�Ø ö Ð/Õ Ò ×%Ü�Û Ø ß Ð ßMÓ Ò)Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü �

• {x, y} = {2i, 2j}
åMæ#ß

i < j
û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

{2i, 2j} ∈ F2i �

• {x, y} = {2i, 2j + 1}
å�æ#ß

i ≤ j
û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

{2i, 2j + 1} ∈ F2i �

• {x, y} = {2i + 1, 2j}
åMæ#ß

i < j
û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

{2i + 1, 2j} ∈ F2i+1 �

• {x, y} = {2i + 1, 2j + 1}
åMæ#ß

i < j
û%ÞMÐ#Ï�Ø ö�Ð

{2i + 1, 2j + 1} ∈ F2i+1
å
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� Û ! �<Ð#Ï�Ø ö�Ð#Ó Ò)Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü�Ó ÞMÒ)Û Ø ß Ð ß å
• n

Ô ß�Ð ö�Ð Ñ�å�Î�Ï�Ð Ñ9�
#F2j+1 = j + (bn

2 c − j) + 0 = bn
2 c �

#F2j = (j − 1) + (bn
2 c − j) + 1 = bn

2 c
å

• n
Ô ß�Ò�à%à	å�ÎMÏ�Ð Ñ9�

#F2j+1 = j + (bn
2 c − j) + 1 = bn

2 c + 1 �
#F2j = (j − 1) + (bn

2 c − j − 1) + 0 = bn
2 c
å

	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û,Ù Ý Ó Ï�Ð Ø Ù�Ò ö ÐµÓ Ï�Ð Ò Ü Ð ü Ø Ñ�à Ó Ï�Ð Ð Ö ×�Ø Ú Ô Ó Ý
χ=(K(n, 2)) =

χ=([n](2))
û%ÞMÐ/Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ

� &(' & > > � ' + �9, A(,�-�é í
K(n, 2) B n ≥ 4 B ï éTí �%é � ��é � é ò � ò î ÿ�� 021 �%é �

χ=(K(n, 2)) = χ=([n](2)) =

{

n − 2
Ô Õ

n = 4, 5, 6;
n − 1

Ò Ó Ï�Ð Ü Þ�Ô ß Ð
.

��Ì��)��G
���FW�L I SFE�`�G(� ��H�DFX#S�I�L Z��TW�X/E�G�H
χ=([n](3))

� Ñ,Ó Ï%Ô ßTß Ð Û Ó Ô Ò Ñ,ÞMÐ)Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð ÜTÓ Ï�ÐTè%Ü Ò Ù%Ú Ð ü Ò Õ�à%Ð Ó Ð Ü ü?Ô Ñ%Ô Ñ ç Ó Ï�Ð)Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð)Û Ï%Ü Ò ø
ü)Ø Ó Ô Û>Ñ�×%üTÙ	Ð Ü

χ=([n](3))
å�þ Ô ü)Ô Ú Ø Ü Ú Ý?Ø ß�Ô ÑTÓ Ï�Ð�Û Ø ß Ð�Ò Õ

[n](2)
û Ú Ð ÓF×�ß��%Ü ß ÓFÛ Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü

ß ü)Ø Ú Ú�ö Ø Ú ×�Ð ß�Ò Õ
n
û�Ñ�Ø ü)Ð Ú Ý û

6 ≤ n ≤ 15
å

� ' & ' &(= � ? � & # �9, *�,
� Ø ! ��õ ò

6 ≤ n ≤ 13 B D�é �%î � é χ=([n](3)) = n − 4 0� Ù ! ��õ ò
n ∈ {14, 15} B D�é.�%î � é χ=([n](3)) = n − 3.

Proof.
� Ø ! ��ÝµÎ�Ï�Ð Ò Ü Ð ü � å � û/ÞMÐ�Ï�Ø ö Ð

χ([n](3)) = n − 4
ûTØ Ñ�àVÓ Ï�×�ß�Ù Ý

� � ! Ô Ó�Õ Ò Ú Ú Ò Þ#ß�Ó Ï�Ø Ó
χ=([n](3)) ≥ n − 4

å ,#Ð Ñ�Û Ð,Ø Ú Ú#ÞMÐ�Ñ�Ð Ð àKÔ ß�Ó Ò<è%Ü Ò ö�Ô à%Ð
è%Ü Ò è	Ð Ü#Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð � Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó ! è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß#Ò Õ

[n](3)
û
6 ≤ n ≤ 13

û%Ô Ñ Ó Ò
(n − 4)ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

Fn
1 , . . . ,Fn

n−4

å
3%Ò Ü

{x1, . . . , xm} ⊆ [n]
Ø Ñ�à

t ≤ m ≤ k
û�Ú Ð Ó

[n]
(k)
{x1,...,xm}/t

à%Ð Ñ�Ò Ó Ð�Ó Ï�Ð
ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú ÝKÒ Õ

[n](k) Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó Ô Ñ ç Ò ÕTØ Ú Ú/ß Ð Ó ß�Û Ò Ñ�Ó Ø Ô Ñ%Ô Ñ ç Ø Ó�Ú Ð Ø ß Ó t
Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó ß�Ò Õ

{x1, . . . , xm} �
Õ Ò ÜMß Ô ü?è%Ú Ô Û Ô Ó Ý û�Þ�Ï�Ð Ñ

m = t = 1
û�ÞMÐ#ß Ï�Ø Ú Ú	ÞMÜ Ô Ó Ð

[n]
(k)
x
Ô Ñ�ß Ó Ð Ø à�Ò Õ

[n]
(k)
{x}/1

åMæ�Ñ�à	û%Õ Ò Ü
k
à�Ô ß ý Ò Ô Ñ Ó/ß Ð Ó ß

S1, . . . , Sk ⊆ [n]
û%Ú Ð Ó

S1S2 . . . Sk
à%Ð Ñ�Ò Ó Ð/Ó Ï�Ð

ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ý�Ò Õ
[n](k) Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó Ô Ñ ç Ò Õ>Ø Ú Ú�ß Ð Ó ßMÛ Ò Ñ Ó Ø Ô Ñ%Ô Ñ ç y1 ∈ S1, y2 ∈ S2, . . .

û�Ø Ñ�à
yk ∈ Sk

å
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���a � � �

Î�Ï�Ð Ñ�Ó Ï�Ð�è%Ü Ò è	Ð Ü�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß
Fn

1 , . . . ,Fn
n−4

Ò Õ
[n](3)

û
6 ≤ n ≤ 13

û
Ü Ð ß è�Ð Û Ó Ô ö Ð Ú Ý û�Ø Ü ÐTØ ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ#ß � Õ Ò Ü�Û Ò Ñ ö�Ð Ñ%Ô Ð Ñ�Û Ð?Ò ÕFÓ Ï�Ð/Ü Ð Ø à%Ð Ü û%Ó Ï�Ð Ý�Ø Ü ÐTà%Ð è%Ô Û Ó Ð à
Ô Ñ�Î�Ø Ù%Ú Ð2�TØ Ñ�à �TÔ Ñ�æ�è%è	Ð Ñ�à�Ô ÷ ! �

• n = 6 �

F6
1 = [6]

(3)
{1,2,3}/2

� % #F6
1 = 10 )

F6
2 = [6]

(3)
{4,5,6}/2

* % #F6
2 = 10 )

• n = 7 �

F7
1 = F6

1 ∪ {1}{2, 3}{7} � % #F7
1 = 12 )

F7
2 = F6

2 ∪ {4}{5, 6}{7} � % #F7
2 = 12 )

F7
3 = [7](3) \

⋃2
i=1 F

7
i
* % #F7

3 = 11 )

• n = 8 �

F8
1 = F7

1 ∪
{

{2, 3, 7}, {1, 2, 8}
} � % #F8

1 = 14 )
F8

2 = F7
2 ∪

{

{5, 6, 7}, {4, 5, 8}
} � % #F8

2 = 14 )
F8

3 =
(

F7
3 \

{

{2, 3, 7}, {5, 6, 7}
})

∪ [5]{7}{8} � % #F8
3 = 14 )

F8
4 = [8](3) \

⋃3
i=1 F

8
i
* % #F8

4 = 14 )

• n = 9 �

F9
1 = F8

1 ∪ {1, 2}{3}{8} ∪ {{1, 2, 9}} � % #F9
1 = 17 )

F9
2 = F8

2 ∪ {4, 5}{6}{8} ∪ {{4, 5, 9}} � % #F9
2 = 17 )

F9
3 = F8

3 ∪ [3]{7}{9} � % #F8
3 = 17 )

F9
4 =

(

F8
4 \

(

{1, 2}{3}{8} ∪ {4, 5}{6}{8}
))

∪ [7]{8}{9} � % #F8
3 = 17 )

F9
5 = [9](3) \

⋃4
i=1 F

9
i
* % #F9

5 = 16 )

• n = 10 �

F10
1 = F9

1 ∪ {1, 2}{3}{9} ∪ {{1, 2, 10}} � % #F10
1 = 20 )

F10
2 = F9

2 ∪ {4, 5}{6}{9} ∪ {{4, 5, 10}} � % #F10
2 = 20 )

F10
3 = F9

3 ∪ [3]{7}{10} � % #F10
3 = 20 )

F10
4 = F9

4 ∪ [3]{8}{10} � % #F10
4 = 20 )

F10
5 =

(

F9
5 \

(

{1, 2}{3}{9} ∪ {4, 5}{6}{9}
))

∪ [8]{9}{10} � % #F10
5 = 20 )

F10
6 = [10](3) \

⋃5
i=1 F

10
i
* % #F10

6 = 20 )

• n = 11 �

F11
1 = F10

1 ∪ {1, 2}{3}{10} ∪ {1}{2, 3}{11} � % #F10
1 = 24 )

F11
2 = F10

2 ∪ {4, 5}{6}{10} ∪ {4}{5, 6}{11} � % #F10
2 = 24 )

F11
3 = F10

3 ∪ [4]{7}{11} � % #F10
3 = 24 )

F11
4 = F10

4 ∪ [4]{8}{11} � % #F10
4 = 24 )

F11
5 = F10

5 ∪ [3]{9}{11} � % #F10
4 = 23 )

F11
6 =

(

F10
6 \

(

{1, 2}{3}{10} ∪ {4, 5}{6}{10}
))

∪ [7]{10}{11} � % #F10
5 = 23 )

F11
7 = [11](3) \

⋃6
i=1 F

11
i
* % #F10

6 = 23 )

• n = 12 �

F12
1 = F11

1 ∪ {2}{3}{11, 12} ∪ {1}{2, 3}{12} � % #F11
1 = 28 )
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F12
2 = F11

2 ∪ {5}{6}{11, 12} ∪ {4}{5, 6}{12} � % #F11
2 = 28 )

F12
3 = F11

3 ∪ [4]{7}{12} � % #F11
3 = 28 )

F12
4 = F11

4 ∪ [4]{8}{12} � % #F11
4 = 28 )

F12
5 = F11

5 ∪ [4]{9}{12} � % #F11
5 = 27 )

F12
6 = F11

6 ∪ [4]{10}{12} � % #F11
6 = 27 )

F12
7 =

(

F11
7 \

{

{2, 3, 11}, {5, 6, 11}
})

∪ [6]{11}{12} � % #F11
7 = 27 )

F12
8 = [12](3) \

⋃7
i=1 F

12
i
* % #F11

8 = 27 )

• n = 13 �

F13
1 = F12

1 ∪ {1}{2, 3}{13} ∪
{

{2, 3, 13}
} � % #F13

1 = 31 )
F13

2 = F12
2 ∪ {4}{5, 6}{13} ∪

{

{5, 6, 13}
} � % #F13

2 = 31 )
F13

3 = F12
3 ∪ [4]{7}{13} � % #F13

3 = 32 )
F13

4 = F12
4 ∪ [4]{8}{13} � % #F13

4 = 32 )
F13

5 = F12
5 ∪ [5]{9}{13} � % #F13

5 = 32 )
F13

6 = F12
6 ∪ [5]{10}{13} % #F13

6 = 32 )
F13

7 = F12
7 ∪ [5]{11}{13} � % #F13

7 = 32 )
F13

8 = F12
8 ∪ [5]{12}{13} � % #F13

8 = 32 )
F13

9 = [13](3) \
⋃8

i=1 F
13
i
* % #F13

9 = 32 )

@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð#Ó Ï�Ø Ó �
� � ! 3�Ò Ü

n = 6, . . . , 12
û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

Fn
i ⊂ Fn+1

i

û
i = 1, . . . , n − 5

å
� � ! 3�Ò Ü

n = 6, . . . , 13
û�ÞMÐ�Ï�Ø ö�Ð

Fn
1 ⊆ [n]

(3)
{1,2,3}/2

Ø Ñ�à
Fn

2 ⊆ [n]
(3)
{4,5,6}/2

û Þ�Ï%Ô Ú Ð
Ð Ø Û Ï�Ò ÕFÕ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

Fn
i

û
i = 3, . . . , n − 4

û�Ô ß�Ø�� í î ò û%Ó Ï�Ø Ó�Ô ß û
Fn

i ⊆ [n]
(3)
i+4

å
� 6 !

#[n](3) =
(

n
3

)

=

⌈

(n
3)

n−4

⌉

+

⌈

(n
3)−1

n−4

⌉

+ · · · +

⌈

(n
3)−n+5

n−4

⌉ Ø Ñ�à��

3�Ò Ü
n = 6, . . . , 12

û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð
#Fn

i =

⌈

(n
3)−i+1

n−4

⌉ û
i = 1, . . . , n − 4.

3�Ò Ü
n = 13

û%ÞMÐ#Ï�Ø ö�Ð
#F13

i =

⌈

(n
3)+i−(n−4)

n−4

⌉

=

⌈

(13
3 )+i−9

9

⌉ û
i = 1, . . . , 9.

� Ù ! 3�Ò Ü�Ñ�Ð Û Ð ß ß Ô Ó Ý û?ß ×%è%è	Ò ß Ð<Ò Ñ Ó Ï�Ð<Û Ò Ñ Ó Ü Ø Ü Ý Ó Ï�Ø Ó
χ=([n](3)) = n − 4 (=

χ([n](3)))
Õ Ò Ü

n ∈ {14, 15}
å ��Ð Ó

F1,F2, . . . ,Fn−4
Ù	Ð,Ø Ñ Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð,è�Ø Ü Ó Ô ø

Ó Ô Ò ÑKÒ Õ
[n](3)

Ô Ñ Ó Ò
(n − 4)

Ô Ñ�à%Ð è	Ð Ñ�à%Ð Ñ�Ó)ß ×%Ù%Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß å,æ#ß
|#Fi − #Fj| ≤ 1

û
1 ≤ i, j ≤ n − 4

û%Ó Ï%Ô ßMÕ Ò Ü Û Ð ß

#Fi =

⌊

(n
3

)

n − 4

⌋

Ò Ü
#Fi =

⌈

(n
3

)

n − 4

⌉

, 1 ≤ i ≤ n − 4.

þ Ô Ñ�Û Ð
n ∈ {14, 15}

û�ÞMÐMÏ�Ø ö Ð
#Fi ≥ 3n−7

û
i = 1, . . . , n−4

å ��Ý2	�Ò Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý2��å ��û
Ó Ï�Ð Ü Ð)Ð ÷�Ô ß Ó ß�Ó Ï�ÐT×%Ñ%Ô Ö ×�Ð?Ò Ñ�Ð ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó?à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü?Ò Õ

Fi
û
i = 1, . . . , n − 4

û�Ø Ñ�à
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Ó Ï�×�ß#Ó Ï�Ð Ü Ð)Ø Ü ÐTÓ Ï%Ü Ð Ð)à�Ô ��Ð Ü Ð Ñ�ÓTÐ Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß
x, y, z ∈ [n]

ß ×�Û Ï�Ó Ï�Ø Ó/Ñ�Ò Ñ�Ð?Ò Õ�Ó Ï�Ð ü
Ô ß?Ó Ï�Ð�ü)Ô Ñ%Ô üT×%ü à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü�Ò Õ#Õ Ø ü?Ô Ú Ý

Fi
û

i = 1, . . . , n − 4
å 	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û

3
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó#ß Ð Ó

{x, y, z} /∈
⋃n−4

i=1 Fi
û%Ø Ñ�à�Ó Ï�×�ß ⋃n−4

i=1 Fi 6= [n](3)
ù@Ø?Û Ò Ñ Ó Ü Ø à�Ô Û ø

Ó Ô Ò Ñ�å
3%Ò Ü/ß ×��)Û Ô Ð Ñ�Û Ý û�ÞMÐ/Ñ�Ð Ð à�Ó Ò)è%Ü Ò ö�Ô à%Ð/è%Ü Ò è	Ð Ü/Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð � Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó ! è�Ø Ü ø

Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß�Ò Õ
[n](3)

û
n ∈ {14, 15}

û�Ô Ñ�Ó Ò
(n−3)

ß ×%Ù%Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß
F1, . . . ,Fn−3

å>Î�Ï�ÐMè�Ø Ü ø
Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ßMØ Ü Ð ç Ô ö�Ð Ñ�Ù	Ð Ú Ò Þ � Ò Ù�ß Ð Ü ö�Ð�Ó Ï�Ø Ó #Fi =

⌈

(n
3)+i−(n−3)

n−3

⌉

, i = 1, . . . , n− 3
å

� æ ç Ø Ô Ñ�ûFÕ Ò Ü?Û Ò Ñ�ö Ð Ñ%Ô Ð Ñ�Û Ð�Ò ÕMÓ Ï�Ð?Ü Ð Ø à%Ð Ü ûFÓ Ï�Ð Ý<Ø Ü Ð)à%Ð è%Ô Û Ó Ð à,Ô Ñ<ÎFØ Ù%Ú Ð�6�Ø Ñ�à<8�û
Ü Ð ß è�Ð Û Ó Ô ö Ð Ú Ý å !

• n = 14 �

F1 = [14]
(3)
{1,2,3}/2 \

{

2, 3, 14
} � % #F1 = 33 )

F2 = [14]
(3)

{4,5,6}/2
\

{

5, 6, 14
} � % #F2 = 33 )

F3 = [14]
(3)
{7,8,9}/2 \

{

8, 9, 14
} � % #F3 = 33 )

F4 = [3]{4, 5, 6}{7} ∪ [6]{7}{10, 11, 12, 13} � % #F4 = 33 )
F5 = [3]{4, 5, 6}{8} ∪ [6]{8}{10, 11, 12, 13} � % #F5 = 33 )
F6 = [3]{4, 5, 6}{9} ∪ [6]{9}{10, 11, 12, 13} � % #F6 = 33 )
F7 = [3]{4, 5, 6}{10} ∪ [9]{10}{11, 12} ∪ [6]{10}{14} � % #F7 = 33 )
F8 = [3]{4, 5, 6}{11} ∪ [9]{11}{12} ∪ [5]{11}{13} ∪ [10]{11}{14} � % #F8 = 33 )
F9 = [3]{4, 5, 6}{12} ∪ [11]{12}{13, 14} ∪

{

{10, 11, 12}, {12, 13, 14}
} � % #F9 = 33 )

F10 = [3]{4, 5, 6}{13} ∪ [9]{13}{10, 14} ∪ {6, 7, 8, 9, 10}{11}{13}
∪

{

{10, 13, 14}
} � % #F10 = 33 )

F11 = [14](3) \
⋃10

i=1 Fi
* % #F11 = 34 )

@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð#Ó Ï�Ø Ó
Fi ⊆ [14]

(3)
i+3

û
i = 4, . . . , n − 3

å
• n = 15 �

F1 = [14]
(3)

{1,2,3}/2
� % #F1 = 37 )

F2 = [3]{4}{5} ∪ [4]{5}{6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13} ∪ [3]{5}{14} � % #F2 = 38 )
F3 = [3]{4}{6} ∪ [5]{6}{7, 8, 9, 10, 11, 12, 13} � % #F3 = 38 )
F4 = [3]{4}{7} ∪ [6]{7}{8, 10, 11, 12} ∪ [5]{7}{13} � % #F4 = 38 )
F5 = [3]{4}{8} ∪ [7]{8}{9, 10, 11, 12, 13} � % #F5 = 38 )
F6 = [3]{4}{9} ∪ [8]{9}{10, 11, 12} ∪ [6]{9}{13} ∪ [5]{9}{14} � % #F6 = 38 )
F7 = [3]{4}{10} ∪ [9]{10}{11, 12, 15} ∪ [8]{10}{14} � % #F7 = 38 )
F8 = [3]{4}{11} ∪ [10]{11}{12, 13, 14} ∪ [5]{11}{15} � % #F8 = 38 )
F9 = [3]{4}{12} ∪ [11]{12}{13, 14, 15} ∪ {12}{13}{14, 15} � % #F9 = 38 )
F10 = [3]{4}{13} ∪ [9]{10}{13} ∪ [11]{13}{14, 15}
∪

{

{6, 7, 13}, {7, 9, 13}, {8, 9, 13}, {13, 14, 15}
} � % #F10 = 38 )

F11 = [3]{4}{14} ∪ [5]{6}{14} ∪ [6]{7}{14} ∪ [7]{8}{14}
∪ {6, 7, 8}{9}{14} ∪ [12]{14}{15} ∪

{

{4, 5, 14}, {9, 10, 14}
} � % #F11 = 38 )

F12 = [15](3) \
⋃11

i=1 Fi
* % #F12 = 38 )

æ ç Ø Ô Ñ�Ñ�Ò Ó Ô Û Ð/Ó Ï�Ø Ó Fi ⊆ [15]
(3)
i+3

û
i = 2, . . . , n − 3

å
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3%Ò ÜTÓ Ï�Ð)Û Ø ß Ð
n ≥ 16

û�Ú Ð Ó/×�ß �%Ü ß Ó/è%Ü Ò ö�Ô à%Ð�Ø�ß Ô ü)è%Ú Ð ÜT×%è%è	Ð ÜTÙ	Ò ×%Ñ�à	û�ÞMÏ%Ô Û Ï<ÞMÐ
Ó Ï�Ð Ñ�ß Ï�Ø Ú Ú�×�ß Ð#Ó Ò)à%Ð Ü Ô ö�Ð#Ó Ï�Ð#Ó Ô ç Ï�Ó�Ù�Ò ×%Ñ�à�Ò Õ (n − 2)

Û Ò Ú Ò Ü ß å
� ' & ' &(= � ? � & # �9, A(,���õ ò

n ≥ 6 B D�é.�%î � é χ=([n](3)) ≤ n.

Proof.
	�Ú Ð Ø Ü Ú Ý û/Ù Ý � Ü Ò è	Ò ß Ô Ó Ô Ò Ñ 8%å � û/Ô Ó�Ô ß�ß ×���Û Ô Ð Ñ�Ó�Ó ÒKÛ Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü�Ó Ï�Ð,Û Ø ß Ð

n ≥ 16
å 	�Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü�Ó Ü Ô è%Ú Ð ß

(i, j, l)
ß ×�Û ÏVÓ Ï�Ø Ó

i + j + l = n
å �,Ð�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü

Ó Ï%Ü Ð Ð�Ó Ü Ô è%Ú Ð ß
(i, j, l)

û
(j, l, i)

Ø Ñ�à
(l, i, j)

Ð Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ Ó û>Ó Ï�Ø Ó)Ô ß û>Ó ÞMÒ�Ó Ü Ô è%Ú Ð ß)Ø Ü Ð
é ê ë�ì � î ð é �%íTÔ Õ�Ò Ñ�Ð)Ô ßTØ�Û Ý%Û Ú Ô Û�ß Ï%Ô Õ Ó?Ò ÕMÓ Ï�Ð�Ò Ó Ï�Ð Ü

�
Õ Ò Ü?Ð ÷%Ø ü)è%Ú Ð û>Ó Ü Ô è%Ú Ð ß

(1, 2, 3)Ø Ñ�à
(3, 1, 2)

Ø Ü Ð/Ð Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ�Ó�Õ Ò Ü
n = 6

å
3�Ô Ü ß Ó û/Ò Ù�ß Ð Ü ö�Ð�Ó Ï�Ø Ó�Õ Ò Ü�Ð ö�Ð Ü Ý

n
û#ÞMÐ�Ï�Ø ö Ð<Ø Ó�ü�Ò ß Ó�Ò Ñ�Ð�Ó Ü Ô è%Ú Ð<Ò Õ?Õ Ò Ü ü

(i, i, i)
û)Ñ�Ø ü)Ð Ú Ý û

(n/3, n/3, n/3)
å æ�Ñ�à	û)Ø Ñ Ð Ø ß Ý±Û Ò ü)è%×%Ó Ø Ó Ô Ò Ñ ß Ï�Ò Þ�ß�Ó Ï�Ø Ó

Ô Õ
(n mod 3) = 0

ûMÓ Ï�Ð ÑVÓ Ï�Ð�Ñ ×%üTÙ�Ð Ü�Ò Õ/Ñ�Ò Ñ%ø Ð Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ�Ó�Ó Ü Ô è%Ú Ð ß)Ô ß�Ð Ö ×�Ø Ú#Ó Ò
((

n−1
2

)

− 1
)

/3 + 1 = d
(

n−1
2

)

/3e
û%Ò Ó Ï�Ð Ü ÞMÔ ß Ð û�Ô ÓMÔ ßMÐ Ö ×�Ø Ú�Ó Ò (

n−1
2

)

/3
å�3�Ò Ü�Ð ÷%Ø ü?ø

è%Ú Ð û�ÞMÐ#Ï�Ø ö�Ð/Õ Ò ×%Ü�Ñ�Ò Ñ%ø Ð Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ Ó#Ó Ü Ô è%Ú Ð ß�Õ Ò Ü
n = 6

�
(1, 1, 4)

û
(1, 2, 3)

û
(1, 3, 2)Ø Ñ�à

(2, 2, 2)
å

3%Ò Ú Ú Ò ÞMÔ Ñ ç Ó Ï�Ð�Ø Ù	Ò ö�Ð�à%Ð �%Ñ%Ô Ó Ô Ò Ñ�ß û>Ú Ð Ó T Ù	Ð)Ó Ï�Ð�ß Ð Ó?Ò Õ#Ø Ú ÚMÑ�Ò Ñ%ø Ð Ö ×%Ô ö Ø Ú Ð Ñ�ÓÓ Ü Ô è%Ú Ð ß#Õ Ò ÜTØ2�%÷%Ð à
n
å �#Ò ÞTû	Õ Ò Ü/Ð ö�Ð Ü Ý�Ó Ü Ô è%Ú Ð

(i, j, l) ∈ T
û�à%Ð �%Ñ�Ð

P(i,j,l)
Ø ß#Ó Ï�Ð

ß Ð Ó#Ò Õ>Ø Ú Ú%6 ø ö�Ð Ü Ó Ð ÷�ß Ð Ó ß

{m, ((m + i−1)
ü)Ò�à

n) + 1, ((m + i + j − 1)
ü�Ò�à

n) + 1}, m = 1, 2, . . . , n.

� Ñ�Ò Ó Ï�Ð Ü�ÞMÒ Ü à%ß û�ÞMÐ#Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð ÜMÐ Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß
m,m+ i,

Ø Ñ�à
m+ i+ j

Ò Ñ�ØTÛ Ý%Û Ú Ð�ÞMÔ Ó Ï
Ô Ñ�Ó Ð ç Ð Ü ß 1, 2, . . . , n

å 3�Ò Ü)Ð ÷%Ø ü)è%Ú Ð û>Ô Õ
n = 6

Ø Ñ�à,ÞMÐ�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð ÜTÓ Ü Ô è%Ú Ð
(1, 1, 4)

û
Ó Ï�Ð Ñ

P(1,1,4) = {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {3, 4, 5}, {4, 5, 6}, {5, 6, 1}, {6, 1, 2}}.
� ÓKÐ Ø ß Ý Ó Ò±ß Ð ÐVÓ Ï�Ø Ó�Ô Õ

i, j, l 6= n/3
û�Ó Ï�Ð Ñ

#P(i,j,l) = n
ù Ò Ó Ï�Ð Ü Þ�Ô ß Ð û

#P(n/3,n/3,n/3) = n/3
å á�Ò Ü Ð Ò ö Ð Ü û/Ø ß�Ø Ñ�Ý

3
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó�ß Ð Ó

S = {x, y, z} ∈

P(x−y,z−y,n+x−z)
û>ÞMÐ�Ï�Ø ö�Ð ⋃

(i,j,l)∈T P(i,j,l) = [n](3)
û>Ó Ï�Ø Ó)Ô ß ûMØ Ñ�Ý

3
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó

ß ×%Ù�ß Ð Ó#Ò Õ
[n]
Ù	Ð Ú Ò Ñ ç ßMÓ Ò P(i,j,l)

Õ Ò Ü�ß Ò ü)Ð
(i, j, l) ∈ T

å
�#Ò Þ/û�ÞMÐ)ß Ï�Ø Ú Ú�à%Ð ß Û Ü Ô Ù�ÐTÏ�Ò Þ±Ó Ò�à�Ô ö�Ô à%Ð

[n](3)
Ô Ñ�Ó Ò�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð?Ô Ñ�à%Ð è	Ð Ñ�à%Ð Ñ�Ó

ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß
F1,F2, . . .Fn

å>ÎFÒ)Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ�ß ×�Û Ï�Ø?è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ9�

•
3�Ò Ü#Ð ö�Ð Ü Ý

P(i,j,l)
û%ÞMÏ�Ð Ü Ð

i, j, l 6= n/3
û%ÞMÐ/Û Ï�Ò�Ò ß ÐTÐ ÷%Ø Û Ó Ú Ý�Ò Ñ�Ð#ö�Ð Ü Ó Ð ÷

{m, ((m + i − 1)
ü)Ò�à

n) + 1, ((m + i + j − 1)
ü)Ò�à

n) + 1}
Ø Ñ�à�Ø à%à�Ô Ó#Ó Ò

Fm
Õ Ò Ü/Ð ö Ð Ü Ý

m = 1, 2, . . . , n
å @ Ù�ß Ð Ü ö ÐTÓ Ï�Ø Ó#Ô Õ

n mod 3 6=
0
û>Ô å Ð å û�Ó Ï�Ð Ü Ð�Ô ß?Ñ�Ò�Ó Ü Ô è%Ú Ð

(n/3, n/3, n/3)
ûMÓ Ï�Ð ÑKÞMÐ�Ï�Ø ö�Ð?ý ×�ß Ó�Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ�Ð à�Ø

ß Ó Ü Ò Ñ ç Ú Ý�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ9��Ð Ø Û Ï�Õ Ø ü?Ô Ú Ý�Ï�Ø ß�Ð ÷%Ø Û Ó Ú Ý (n−1
2

)

/3
ß Ð Ó ß å
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���a � � ã

•
� Õ

n mod 3 = 0
û ÞMÐ>Ø Ü Ð>Ú Ð Õ Ó�ÞMÔ Ó ÏT×%Ñ�à�Ô ß Ó Ü Ô Ù%×%Ó Ð àTß Ð Ó ß	Ò Õ�Õ Ø ü)Ô Ú Ý

P(n/3,n/3,n/3)
å

æ�Ñ�à	û�Ó Ò?Û Ò ü)è%Ú Ð Ó Ð#Ò ×%Ü�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�û�ÞMÐ#Ø à%à)Ó Ï�Ð ü Ó Ò
n/3

Ø è%è%Ü Ò è%Ü Ô Ø Ó Ð#ß ×%Ù�ß Ð Ó ß û
Ñ�Ø ü)Ð Ú Ý û

F1, . . . ,Fn/3
å�	�Ú Ð Ø Ü Ú Ý û%ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

|#Fx − #Fy| ≤ 1
û%Õ Ò Ü

x 6= y
å

3�Ô Ñ�Ø Ú Ú Ý û�Ò Ù�ß Ð Ü ö�Ð/Ó Ï�Ø Ó#Ô Ñ�Ò ×%Ü#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�û	Ù�Ý�Ó Ï�ÐTà%Ð �%Ñ%Ô Ó Ô Ò Ñ�û	Õ Ø ü?Ô Ú Ý
Fm

Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó ß
Ò Õ�ß Ð Ó ß>Û Ò Ñ Ó Ø Ô Ñ%Ô Ñ ç m

û
m = 1, 2, . . . , n

û Ô å Ð å û
{m}

à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ð ß
Fm

�
Fm
Ô ß�ØTß Ó Ø Ü ! å

	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û	Ð Ø Û Ï�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
Fm
Ô ßMÔ Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó û%Þ�Ï%Ô Û Ï�Û Ò ü)è%Ú Ð Ó Ð ßMÓ Ï�Ð#è%Ü Ò�Ò Õ å

�#Ò Þ/û%ÞMÐTØ Ü Ð#Ü Ð Ø à�Ý�Ó Ò?è%Ü Ò ö�Ð/Ó Ï�Ð/ü)Ø Ô Ñ�Ó Ï�Ð Ò Ü Ð ü�å

!#"%$ &(' $ ) �9, ��,�-�é í
n ≥ 16 021 �%é �

χ=([n](3)) = n − 2.

Proof.
ÎMÏ�ÐTÑ�Ð Û Ð ß ß Ô Ó Ý�Ô ß/Ð ß Ó Ø Ù%Ú Ô ß Ï�Ð à�Ù�Ý�ß Ô ü)Ô Ú Ø ÜTØ Ü ç ×%ü)Ð Ñ�Ó ßTØ ß#Ô Ñ,Ó Ï�ÐTè%Ü Ò�Ò Õ

Ò Õ�ÎMÏ�Ð Ò Ü Ð ü 6�å ��Ø Ñ�à � Ü Ò è�Ò ß Ô Ó Ô Ò Ñ 8�å � � Ù ! å@þ ×%è%è�Ò ß Ð�Ò Ñ±Ó Ï�Ð�Û Ò Ñ Ó Ü Ø Ü Ý±Ó Ï�Ø Ó
χ=([n](3)) ≤ n − 3

ûMØ Ñ�à<Ú Ð Ó
F1,F2, . . . ,Fn−l

û
l ≥ 3

û�Ù	Ð�Ø ÑVÐ Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü ø
Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ

[n](3)
Ô Ñ Ó Ò

(n − l)
Ô Ñ�à%Ð è	Ð Ñ�à%Ð Ñ�Ó?ß ×%Ù%Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß å)æ#ß

|#Fi − #Fj | ≤ 1
û

1 ≤ i, j ≤ n − l
û%Ó Ï%Ô ßMÕ Ò Ü Û Ð ß

#Fi =

⌊

(

n
3

)

n − l

⌋

Ò Ü
#Fi =

⌈

(

n
3

)

n − l

⌉

, 1 ≤ i ≤ n − l.

þ Ô Ñ�Û Ð
n ≥ 16

Ø Ñ�à
l ≥ 3

ûMÞMÐ�Ï�Ø ö Ð
#Fi ≥ 3n − 7

û
i = 1, . . . , n − l

å ��Ý
	�Ò Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý ��å ��û#Ó Ï�Ð Ü Ð,Ð ÷�Ô ß Ó ß�Ó Ï�Ð�×%Ñ%Ô Ö ×�Ð�Ò Ñ�Ð ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó�à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü�Ò Õ

Fi
û

i =
1, . . . , l

û>Ø Ñ�à,Ó Ï ×�ßTÓ Ï�Ð Ü Ð�Ø Ü Ð)Ó Ï%Ü Ð Ð�à�Ô ��Ð Ü Ð Ñ�Ó)Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó ß
x, y, z ∈ [n]

ß ×�Û Ï<Ó Ï�Ø Ó
Ñ�Ò Ñ�Ð,Ò ÕTÓ Ï�Ð ü Ô ß�Ó Ï�Ð�ü)Ô Ñ%Ô üT×%ü@à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü�Ò ÕTÕ Ø ü)Ô Ú Ý

Fi
û

i = 1, . . . , n − l
å

	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û
3
ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó?ß Ð Ó

{x, y, z} /∈
⋃n−l

i=1 Fi
ûFØ Ñ�à�Ó Ï�×�ß ⋃n−l

i=1 Fi 6= [n](3)ù@Ø)Û Ò Ñ�Ó Ü Ø à�Ô Û Ó Ô Ò Ñ�å
3%Ò Ü�ß ×��)Û Ô Ð Ñ�Û Ý û>Ú Ð Ó?×�ß?è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ

[n](3)
Ô Ñ Ó Ò�ß ×%Ù%Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß

N1,N2
Ø Ñ�à

N3
û

ÞMÏ�Ð Ü Ð
N1 =

{

{n, x, y} : 1 ≤ x < y
Ø Ñ�à

2 ≤ y ≤ n − 1
}

,

N2 =
{

{n − 1, x, y} : 1 ≤ x < y
Ø Ñ�à

2 ≤ y ≤ n − 2
}

,

N3 = [n](3) \ (N1 ∪N2).

@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð/Ó Ï�Ø Ó
N3
Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó ß#Ò Õ�Ø Ú Ú

3
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�ÓTß ×%Ù�ß Ð Ó ß#Ò Õ�ß Ð Ó

[n − 2] = {1, 2, . . . ,
n− 2}

û Ó Ï�Ø ÓMÔ ß û
N3 = [n− 2](3)

å�	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý û�Ù�Ý � Ü Ò è	Ò ß Ô Ó Ô Ò Ñ�8�å �%û�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
N3Û Ø Ñ)Ù	Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý?Û Ò Ú Ò Ü Ð à?ÞMÔ Ó Ï

n−2
Û Ò Ú Ò Ü ßFù Ú Ð Ó

F1, . . . ,Fn−2
Ù�Ð�Ó Ï�ÐMÜ Ð Ú Ð ö Ø Ñ Ó

è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ
N3 �

Ù�Ý?Ó Ï�Ð�Û Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô ö Ð�è%Ü Ò�Ò Õ û Ð Ø Û Ï�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
Fm
û
m = 1, . . . , n−2

û
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Ô ß�à%Ò ü)Ô Ñ�Ø Ó Ð à�Ù Ý
{m}

å��#Ò ÞTû�Ó Ò?Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ�Ø Ñ�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ
[n](3)

û�Ø Ú Ú	ÞMÐ
Ñ�Ð Ð à�Ô ß/Ó Ò�ß Ï�Ò Þ Ï�Ò Þ Ó Ò�à�Ô ß Ó Ü Ô Ù%×%Ó Ð�ß Ð Ó ß/Ò ÕMÕ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß

N1
Ø Ñ�à

N2
Ô Ñ�Ó Ò�Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

F1, . . . ,Fn−2
å>ÎMÏ%Ô ß�Û Ø Ñ�Ù�Ð/à%Ò Ñ�ÐTØ ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ�ß å

•
3�Ø ü)Ô Ú Ý

N1
��Ð Ø Û Ïµß Ð Ó

{n,m, y}
Ô ß)Ø ß ß Ô ç Ñ�Ð à�Ó Ò,Õ Ø ü)Ô Ú Ý Fm

û
1 ≤ m < y

û
2 ≤ y ≤ n − 1

å�æ�ÓTÓ Ï%Ô ßTß Ó Ð è�ûFÓ Ï�Ð)Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý<Ò Õ�Õ Ø ü?Ô Ú Ý
Fm

Ô Ñ�Û Ü Ð Ø ß Ð ß/Ù Ý
n − m − 1

û
m = 3, . . . , n

å

•
3�Ø ü)Ô Ú Ý

N2
�MÐ Ø Û Ï,ß Ð Ó

{n − 1, x,m}
Ô ß#Ø ß ß Ô ç Ñ�Ð à�Ó Ò?Õ Ø ü?Ô Ú Ý Fm

û
1 ≤ x < m

û
2 ≤ m ≤ n − 2

å?æMÓ#Ó Ï%Ô ßTß Ó Ð è�û	Ó Ï�Ð?Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý,Ò Õ�Õ Ø ü)Ô Ú Ý
Fm

Ô Ñ�Û Ü Ð Ø ß Ð ß/Ù Ý
m − 1

û
m = 3, . . . , n

å
@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð�Ó Ï�Ø ÓFÙ�Ý/Ó Ï�ÐMÛ Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô Ò Ñ�û Ð Ø Û Ï � Ñ�Ð Þ ! Õ Ø ü)Ô Ú Ý

Fm
Ô ßFß Ó Ô Ú Ú%à%Ò ü)Ô Ñ�Ø Ó Ð à?Ù Ý

{m}
� Ø Ñ�à/Ó Ï ×�ßFÔ ÓFÔ ß�Ô Ñ�à%Ð è�Ð Ñ�à%Ð Ñ Ó ! û�Ø Ñ�àTÞMÐMØ ß ß Ô ç Ñ�Ð à?Ð ÷%Ø Û Ó Ú Ý n−m−1+m−1 =

n − 2
ß Ð Ó ßMÓ Ò)Ð Ø Û Ï�Ò ÕFÕ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß

Fm
û
m = 1, . . . , n − 2

å.	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û	Ó Ï�Ð/Ñ�Ð Þ
è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ

F1, . . . ,Fn−2
Ò Õ

N1 ∪ N2 ∪ N3 = [n](3)
Ü Ð ü�Ø Ô Ñ�ß?Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð û>Þ�Ï%Ô Û Ï

Û Ò ü)è%Ú Ð Ó Ð ß�Ó Ï�Ð#è%Ü Ò�Ò Õ å
	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û�Ù Ý � Ü Ò è�Ò ß Ô Ó Ô Ò Ñ 8%å �TØ Ñ�à�Ó Ï�ÐTØ Ù�Ò ö Ð/Ó Ï�Ð Ò Ü Ð ü�û%ÞMÐ ç Ð Ó
� &(' & > > � ' + �9, ��,�-�é í

K(n, 3) B n ≥ 6 B ï éTí �%é � ��é � é ò � ò î ÿ�� 021 �%é �

χ=(K(n, 3)) = χ=([n](3)) =







n − 4
Ô Õ

6 ≤ n ≤ 13;
n − 3

Ô Õ
n ∈ {14, 15};

n − 2
Ò Ó Ï�Ð Ü Þ�Ô ß Ð

.

�	Ì��)��G
���FW�L I SFE�`�G(� ��H�DFX#S�I�L Z��TW�X/E�G�H
χ=(K(n, k))

� Ñ<� ã  ��û���Ò Ñ�ÛTâ � ä�è%Ü Ò ö�Ô à%Ð à�Ø Ñ�×%è%è�Ð Ü�Ù	Ò ×%Ñ�à�Ò Ñ�Ó Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/Û Ï%Ü Ò ü�Ø Ó Ô Û#Ñ ×%ü)ø
Ù	Ð Ü#Ò Õ>Ø Ñ �#Ñ�Ð ß Ð Ü ç Ü Ø è%Ï K(n, k)

å
!#"%$ &(' $ ) ��, *µâ � ä , -�é í

K(n, k)
ï é�î � ��é � é ò2� ò î ÿ�� 0 1 �%é � χ=(K(n, k)) ≤

n − k + 1 0
� Ó�Ô ß�Ð Ø ß Ý#Ó Ò�ß Ð Ð>Ó Ï�Ø Ó�Ó Ï�Ð�ß Ô ü)Ô Ú Ø Ü>Ø è%è%Ü Ò Ø Û Ï)Ø ß�Ô ÑTÓ Ï�Ð>Ñ�Ð Û Ð ß ß Ô Ó Ý/è%Ü Ò�Ò Õ�Ò Õ�Î�Ï�Ð Ò Ü Ð ü
8%å 6�Û Ø ÑµÙ	Ð�Ø à%Ø è%Ó Ð àVÓ Ò<Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ Ø,Ú Ò ÞMÐ Ü�Ù�Ò ×%Ñ�àµÒ ÑVÓ Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð,Û Ï%Ü Ò ü�Ø Ó Ô Û
Ñ ×%üTÙ�Ð Ü#Ò Õ

K(n, k)
å

!#"%$ &(' $ ) ��, A(,.-�é í
k
ï é�î)ÿ�õ � ì í ì � é�ì �%í é ��é ò 0 1 �%é �<í �%é ò é�é � ì � í �

n0 ≥ 1
� ë%ô �

í �%î í
χ=([n](k)) ≥ n − k + 1

�%õ ð / ��C õ òTé � é ò ñ
n ≥ n0 0
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Proof.
þ ×%è%è�Ò ß Ð

[n](k) Û Ø Ñ�Ù�Ð/Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ý�Û Ò Ú Ò Ü Ð à�Þ�Ô Ó Ï n − l ≤ n − k
Û Ò Ú Ò Ü ß û

l ≥ k
å�ÎMÏ�Ð Ñ,Ó Ï�Ð)Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý

c(n)
Ò Õ�Ø Ñ�Ý,Û Ò Ú Ò Ü?Û Ú Ø ß ß

Fi
û
i = 1, . . . , n − l

û�Ô ß
Ð Ö ×�Ø Ú�Ó Ò

⌊

(n
k

)

n − l

⌋

Ò Ü
⌈

(n
k

)

n − l

⌉

.

@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð>Ó Ï�Ø Ó
c(n) = O(nk−1)

ÞMÏ%Ô Ú Ð>Ó Ï�Ð>Ð ÷�è%Ü Ð ß ß Ô Ò Ñ
w(n) =

(n−1
k−1

)

−
(n−1−k

k−1

)

+2Ô ÑµÎ�Ï�Ð Ò Ü Ð ü �%å ��Ô ß
O(nk−2)

û�Ø Ñ�àKÓ Ï�×�ß)Ó Ï�Ð Ü Ð�Ð ÷�Ô ß Ó ß
n0
ß ×�Û ÏVÓ Ï�Ø Ó)Õ Ò Ü�Ð ö�Ð Ü Ý

n ≥ n0
ÞMÐ�Ï�Ø ö�Ð

c(n) > w(n)
å 	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û�	MÒ Ü Ò Ú Ú Ø Ü Ý �%å ��Û Ø ÑµÙ	Ð,Ø è%ø

è%Ú Ô Ð à	û	Ó Ï ×�ß#Ü Ð ß ×%Ú Ó Ô Ñ ç Ô Ñ�Ó Ï�ÐTÐ ÷�Ô ß Ó Ð Ñ�Û Ð?Ò Õ�Ø Ó#ü�Ò ß Ó n − l
à�Ô ��Ð Ü Ð Ñ�ÓTÒ Ñ�Ð ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó

à%Ò ü)Ô Ñ�Ø Ó Ò Ü ß
{d1}, . . . , {dn−l}

û�Þ�Ï�Ð Ü Ð
{di}

×%Ñ%Ô Ö ×�Ð Ú Ý�à%Ò ü?Ô Ñ�Ø Ó Ð ß�Õ Ø ü?Ô Ú Ý
Fi
å/æ#ß

l ≤ k
ûTÓ Ï�Ð Ü Ð<Ð ÷�Ô ß Ó ß�Ø

k
ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó<ß ×%Ù�ß Ð Ó

{x1, x2, . . . , xk}
Ò Õ

[n]
ß ×�Û Ï±Ó Ï�Ø Ó

{x1, x2, . . . , xk} ∩ {d1, d2, . . . , dn−l} = ∅
û>Ø Ñ�à,Ó Ï ×�ß

{x1, x2, . . . , xk} 6∈ F1 ∪
· · · ∪ Fn−l

û�Ø?Û Ò Ñ Ó Ü Ø à�Ô Û Ó Ô Ò Ñ�å
	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û�ÞMÐTÒ Ù%Ó Ø Ô Ñ

� &(' & > > � ' + ��, ��,���õ òµî �%ñKÿ%õ � ì í ì � éVì ��í é � é ò
k B ì C n

ì �Vð î ò � é é �	õ ë � � B í �%é �
χ=(K(n, k)) = n − k + 1 0

�	Ì
χ=(K(2k, k))

SFU�N
χ=(K(2k + 1, k))

�,Ð�Ï�Ø ö Ð�è%Ü Ð ß Ð Ñ�Ó Ð àKÓ Ï�Ð�Ð ÷%Ø Û Ó�ö Ø Ú ×�Ð ß�Ò Õ
χ=(K(n, k))

Õ Ò Ü�ß ü�Ø Ú Ú#ö Ø Ú ×�Ð ß�Ò Õ
kØ ß�ÞMÐ Ú Ú/Ó Ï�Ð�Ø ß Ý�ü?è%Ó Ò Ó Ô Û�ö Ø Ú ×�Ð�Ò Õ

χ=(K(n, k))
Õ Ò Ü�Ø ÑµØ Ü Ù%Ô Ó Ü Ø Ü Ý � Ù%×%Ó��%÷%Ð à !

è�Ø Ü Ø ü�Ð Ó Ð Ü
k
å<� ÓTÔ ß/Ñ�Ø Ó ×%Ü Ø Ú�Ó Ï�Ð Ñ<Ó Ò�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð ÜTÓ Ï�Ð�Û Ø ß Ð)ÞMÏ�Ð Ñ

k
Ô ßTÚ Ø Ü ç Ð û>Ô å Ð å û

Ó Ï�ÐTÛ Ø ß Ð
χ=(K(2k, k))

Ø Ñ�à
χ=(K(2k + 1, k))

åMæ#ß ç Ü Ø è%Ï K(2k, k)
Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó ßMÒ Õ

(2k
k

)

/2
Û Ò è%Ô Ð ß�Ò ÕFÓ Ï�ÐTÛ Ò ü)è%Ú Ð Ó Ð

2
ø ö�Ð Ü Ó Ð ÷ ç Ü Ø è%Ï K2

û�ÞMÐ/Ï�Ø ö Ð

� � ! ? *�,
χ=(K(2k, k)) = 2 0

@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð�Ñ�Ð ÷�Ó)Ó Ï�Ø Ó)ùúÙ�Ý�ß Ô ü?Ô Ú Ø Ü�Ø Ü ç ×%ü�Ð Ñ Ó ß�Ø ß?Ô ÑKÓ Ï�Ð�è%Ü Ò�Ò Õ ß)Ò Õ/Î�Ï�Ð Ò Ü Ð ü�ß
6�å � û%8%å 6�û>Ø Ñ�à���å ��ùúÒ Ñ�Ð�Û Ø Ñ<ß Ï�Ò Þ Ó Ï�Ø Ó

χ=(K(2k + 1, k)) > 2
� Ô Ñ�Ò Ü à%Ð Ü?Ó Ò

Ñ�Ò Ó?Õ Ò Ú Ú Ò Þ ×%è<Þ�Ô Ó Ï<Ó Ï�Ð�ß Ø ü�Ð�Ø Ñ�Ø Ú Ý%ß Ô ß ûFÞMÐ�Ò ü?Ô Ó?à%Ð Ó Ø Ô Ú ß ! å�	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý û>ÞMÐ
Û Ú Ø Ô ü Ó Ï�Ø Ó

χ=(K(2k +1, k)) = 3
û%Ø Ñ�à)Ô Ñ�Ó Ï�Ð�Õ Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç ù Ù Ý ç Ð Ñ�Ð Ü Ø Ú Ô � Ô Ñ ç Ó Ï�Ð

Ø è%è%Ü Ò Ø Û Ï�×�ß Ð à�Õ Ò Ü�Û Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô Ñ ç Ó Ï�Ð/Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ [7](3) � Ó Ï�Ð#è%Ü Ò�Ò Õ>Ò Õ
� Ü Ò è�Ò ß Ô Ó Ô Ò Ñ#8�å � ! ù ÞMÐ�ß Ï�Ø Ú Ú�Ò Ñ%Ú Ý/è%Ü Ð ß Ð Ñ�Ó�Ó Ï�Ð>Ø è%è%Ü Ò è%Ü Ô Ø Ó Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð>è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß å

3%Ò ÜTØ ç Ô ö�Ð Ñ,ß ×%Ù�ß Ð Ó S ⊆ [n]
Ø Ñ�à,Ø Ñ,Ô Ñ�Ó Ð ç Ð Ü m ≤ n

û	Ú Ð Ó
S(m) à%Ð Ñ�Ò Ó Ð?Ó Ï�Ð

Õ Ø ü)Ô Ú Ý�Ò ÕMØ Ú Ú
m
ø Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó?ß ×%Ù�ß Ð Ó ß/Ò Õ

S
åTæ�Ñ�à	û	Õ Ò Ü/Ó ÞMÒ�Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

F ′ Ø Ñ�à F ′′ û	Ú Ð Ó
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{F ′}{F ′′}
à%Ð Ñ�Ò Ó Ð�Ó Ï�Ð�Õ Ø ü)Ô Ú Ý<Ò Õ/ß Ð Ó ß � ×%Ñ%Ô Ò Ñ�ß !

S′ ∪ S′′ û>Þ�Ï�Ð Ü Ð S′ ∈ F ′ Ø Ñ�à
S′′ ∈ F ′′ å�3FÔ Ü ß Ó û%ÞMÐTß Ï�Ø Ú Ú�Û Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü�Ó Ï�Ð/Û Ø ß Ð/Ò Õ>Ò�à%à k

å
��Ð Ó

k = 2t + 1
û
t ≥ 1

å��/Ð �%Ñ�Ð#Õ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß
G1

1 ,G2
1 , . . . ,Gt+1

1

Ø ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ�ß �

G1
1 = [2k]

(k)
{1,2,...,k}/t+1

�

G2
1 = {[k](k−1)}{{{2k + 1}}} �

G3
1 = {[k](k−2)}{{k + 1, . . . , 2k}(1)}{{{2k + 1}}} �

. . .

Gt+1
1 = {[k](k−t)}{{k + 1, . . . , 2k}(t−1)}{{{2k + 1}}}

å

�	Ô ��Ð ÞMÔ ß Ð û�à%Ð �%Ñ�Ð/Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß
G1

2 ,G2
2 , . . . ,Gt+1

2

Ø ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ#ß �

G1
2 = [2k]

(k)
{k+1,...,2k}/t+1

�

G2
2 = {{k + 1, . . . , 2k}(k−1)}{{{2k + 1}}} �

G3
2 = {{k + 1, . . . , 2k}(k−2)}{[k](1)}{{{2k + 1}}} �

. . .

Gt+1
2 = {{k + 1, . . . , 2k}(k−t)}{[k](t−1)}{{{2k + 1}}}

å
@ Ù�ß Ð Ü ö�Ð#Ó Ï�Ø Ó �

• #G1
1 = #G1

2 =
∑t

i=0

(k
i

)2
= 1

2 ·
(2k

k

)

<
(2k+1

k

)

/3
å

•
3�Ò Ü

i = 2, . . . , t + 1
û
#Gi

1 = #Gi
2 =

(

k
k−i+1

)

·
(

k
i−2

) û�Ø Ñ�à�Ó Ï ×�ß

t+1
∑

i=2

#Gi
1 =

t+1
∑

i=2

#Gi
2 =

t+1
∑

i=2

(

k

k − i + 1

)

·

(

k

i − 2

)

=

t−1
∑

i=0

(

k

k − i − 1

)

·

(

k

i

)

=
1

2
·

[(

2k

k − 1

)

−

(

k

t

)2]

.

•
	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý � ß Ð Ð/æ�è%è	Ð Ñ�à�Ô ÷ ! �

t+1
∑

i=1

#Gi
1 =

t+1
∑

i=1

#Gi
2 =

1

2
·

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)

−

(

k

t

)2]

≥

(

2k + 1

k

)

/3. (∗)
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•
��Ý�Ò�à%à�Ñ�Ð ß ß�Ò Õ

k
Ø Ñ�à�Ó Ï�Ð � Ô ç Ð Ò Ñ%ø ,#Ò Ú Ð � Ü Ô Ñ�Û Ô è%Ú Ð �

� Õ
(2k + 1) /∈ S

Ó Ï�Ð Ñ
S ∈ G1

1 ∪ G1
2

û�Ø Ñ�à,Ó Ï�×�ß û
[2k + 1](k) \ (G1

1 ∪ G1
2) =

[2k + 1]
(k)
2k+1.æ�Ñ�Ý�Ó ÞMÒ�ß Ð Ó ßMÔ Ñ ⋃t+1

i=1 G
i
1

� Ô Ñ ⋃t+1
i=1 G

i
2

! Ï�Ø ö�ÐTØ Ñ�Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó#Ô Ñ�Û Ò ü?ü�Ò Ñ�û�Þ�Ï%Ô Ú Ð
⋃t+1

i=1 G
i
1 ∩

⋃t+1
i=1 G

i
2 = ∅

å
�#Ò Þ/û�Ó Ï�Ð#Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ

F1,F2,F3
Ò Õ

[2k +1](k) Ô ß�ØTß Ô ü?è%Ú Ð�Û Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Û Ð
Ò ÕFÓ Ï�Ð/Ø Ù	Ò ö�Ð/Ò Ù�ß Ð Ü ö Ø Ó Ô Ò Ñ�ß �

• F1 = G1
1 ∪ G′ û>Þ�Ï�Ð Ü Ð G′ ⊆

⋃t+1
i=2 G

i
1

Ô ß)Û Ï�Ò ß Ð ÑKØ Ü Ù%Ô Ó Ü Ø Ü Ô Ú Ý û�Ù%×%Ó)Ó Ò�ß Ø Ó Ô ß Õ Ý
Ó Ï�Ð�Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý�Û Ò Ñ�ß Ó Ü Ø Ô Ñ�Ó ßMÒ Õ	Ó Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú ÐMè�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ � Þ�Ï%Ô Û Ï)Ô ß>è	Ò ß ß Ô Ù%Ú ÐMÙ Ý
�
∗
! ! å

•
þ Ô ü?Ô Ú Ø Ü Ú Ý û

F2 = G1
2 ∪ G′′ û�Þ�Ï�Ð Ü Ð G′′ ⊆

⋃t+1
i=2 G

i
2

Ô ß#Ø ç Ø Ô Ñ�Û Ï�Ò ß Ð Ñ�Ø Ü Ù%Ô Ó Ü Ø Ü Ô Ú Ý û
Ù%×%Ó�Ó Ò)ß Ø Ó Ô ß Õ Ý)Ó Ï�Ð/Û Ø Ü à�Ô Ñ�Ø Ú Ô Ó Ý�Û Ò Ñ�ß Ó Ü Ø Ô Ñ Ó ß å

•
3FÔ Ñ�Ø Ú Ú Ý û

F3 = [2k + 1](k) \ (F1 ∪ F2)
å � �#Ò Ó Ô Û Ð#Ó Ï�Ø Ó

F3 ⊆ [2k + 1]
(k)
2k+1

å !

	�Ò Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ Ó Ú Ý û
χ=(K(2k + 1, k)) = χ=([2k + 1](k)) = 3

Õ Ò Ü/Ò�à%à
k
å/Î�Ï�Ð?Û Ø ß Ð

Ò Õ>Ð ö�Ð Ñ
k
Ü Ð Ö ×%Ô Ü Ð ß�Ø?Ú Ô Ó Ó Ú Ð#Ù%Ô ÓMü�Ò Ü Ð/Ð ��Ò Ü Ó û%Ï�Ò ÞMÐ ö�Ð Ü û�Ó Ï�Ð#Ô à%Ð Ø?Ô ßMÓ Ï�ÐTß Ø ü�Ð å

��Ð Ó
k = 2t

û
t ≥ 2

å � � Õ
t = 1

Ó Ï�Ð Ñ
χ=([5](2)) = 3

ù ß Ð Ð 3FÔ ç ×%Ü Ð�� å !
	�Ò Ñ�ß Ô à%Ð Ü �%Ü ß ÓMÓ Ï�Ð#Õ Ø ü)Ô Ú Ý

H
Ó Ï�Ø Ó�Û Ò Ñ�ß Ô ß Ó ßMÒ ÕFß Ð Ó ß�Ï�Ø ö�Ô Ñ ç t

Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó ß�Ò Õ
[k]
Ø Ñ�à

t
Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß/Ò Õ

{k + 1, . . . , 2k} �
Ñ�Ò Ó ÐTÓ Ï�Ø Ó

#H =
(k

t

)2 å �,ÐTÏ�Ø ö ÐTÓ Ï�ÐTÕ Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç
Û Ú Ø Ô ü�å

�#> � � )��9, *�,
H
Û Ø Ñ�Ù	Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ð à�Ô Ñ�Ó ÒTÓ ÞMÒ

(
à�Ô ß ý Ò Ô Ñ�Ó

)
ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß

H1
Ø Ñ�à

H2Ò Õ�Ó Ï�ÐMß Ø ü�Ð�ß Ô � ÐMß ×�Û Ï?Ó Ï�Ø Ó�Ø Ñ�ÝTÓ ÞMÒ/ß Ð Ó ßFÔ Ñ)Ð Ø Û Ï�Ò Õ	ß ×%Ù%Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ßFÏ�Ø ö�ÐMØ Ñ?Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó
Ô Ñ�Û Ò ü)ü)Ò Ñ�û%Ó Ï�Ø Ó�Ô ß û

∀S1,S2∈Hi S1 ∩ S2 6= ∅, i = 1, 2
å

Proof.
Î�Ï�Ð#Û Ú Ø Ô ü Ô ü?ü�Ð à�Ô Ø Ó Ð Ú Ý)Õ Ò Ú Ú Ò Þ�ß�Õ Ü Ò ü Ó Ï�Ð�Õ Ø Û Ó�Ó Ï�Ø ÓMØ Ñ Ý�Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó � ß Ð Ó !

S ∈ H ⊂ [2k](k) Ï�Ø ß?Ø Ñ<Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�ÓTÔ Ñ<Û Ò ü?ü�Ò Ñ<Þ�Ô Ó Ï<Ø Ú ÚMÒ Ó Ï�Ð Ü?Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß � ß Ð Ó ß !
Ð ÷%Û Ð è%ÓFÔ Ó ß>Ò ÞMÑ)Û Ò ü)è%Ú Ð ü�Ð Ñ Ó

S ∈ H
åFæ�Ñ�à/Ó Ï ×�ß û

H
Ô ßFØ�×%Ñ%Ô Ò Ñ)Ò Õ�Û Ò ü?è%Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó Ø Ü Ý

è�Ø Ô Ü ß�ÞMÏ�Ò ß Ð/Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß�Õ Ò Ü ü;Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß
H1
Ø Ñ�à

H2
û�Ü Ð ß è	Ð Û Ó Ô ö�Ð Ú Ý å

þ�Ò�Ú Ð Ó
H1 ∪ H2

Ù	Ð�Ó Ï�Ð�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð�è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò ÑµÒ Õ
H ç ×�Ø Ü Ø Ñ Ó Ð Ð à�Ù�Ý<Ó Ï�Ð�Ø Ù	Ò ö�Ð

Û Ú Ø Ô ü�å��/Ð �%Ñ�Ð#Ñ�Ò ÞµÕ Ø ü?Ô Ú Ô Ð ß
G1

1 , . . . ,Gt
1

Ø ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ#ß �

G1
1 = [2k]

(k)
{1,2,...,k}/t+1

∪H1 �

G2
1 = {[k](k−1)}{{{2k + 1}}} �
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G3
1 = {[k](k−2)}{{k, k + 1, . . . , 2k}(1)}{{{2k + 1}}} �

. . .

Gt
1 = {[k](k−t+1)}{{k, k + 1, . . . , 2k}(t−2)}{{{2k + 1}}}

å

�	Ô ��Ð ÞMÔ ß Ð û�à%Ð �%Ñ�Ð/Õ Ø ü)Ô Ú Ô Ð ß
G1

2 , . . . ,Gt
2

Ø ßMÕ Ò Ú Ú Ò Þ�ß �

G1
2 = [2k]

(k)
{k,k+1,...,2k}/t+1 ∪H2 �

G2
2 = {{k, k + 1, . . . , 2k}(k−1)}{{{2k + 1}}} �

G3
2 = {{k, k + 1, . . . , 2k}(k−2)}{[k](1)}{{{2k + 1}}} �

. . .

Gt
2 = {{k, k + 1, . . . , 2k}(k−t+1)}{[k](t−2)}{{{2k + 1}}}

å

þ Ô ü)Ô Ú Ø Ü Ú Ý�Ó ÒTÓ Ï�Ð/Û Ø ß Ð/Ò Õ>Ò�à%à
k
û�Ò Ù�ß Ð Ü ö�Ð#Ó Ï�Ø Ó �

• #G1
1 = #G1

2 = 1
2 ·

(

2k
k

)

<
(

2k+1
k

)

/3
å

•
3�Ò Ü

i = 2, . . . , t
û
#Gi

1 = #Gi
2 =

( k
k−i+1

)

·
( k
i−2

) û%Ø Ñ�à�Ó Ï ×�ß

t
∑

i=2

#Gi
1 =

t
∑

i=2

#Gi
2 =

t
∑

i=2

(

k

k − i + 1

)

·

(

k

i − 2

)

=

t−2
∑

i=0

(

k

k − i − 1

)

·

(

k

i

)

=
1

2
·

[(

2k

k − 1

)

− 2 ·

(

k

t

)

·

(

k

t − 1

)]

.

•
	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý û%Õ Ò Ü

t ≥ 4
� ß Ð ÐTæ�è%è	Ð Ñ�à�Ô ÷ ! �

t
∑

i=1

#Gi
1 =

t
∑

i=1

#Gi
2 =

1

2
·

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)

− 2 ·

(

k

t

)

·

(

k

t − 1

)]

≥

(

2k + 1

k

)

/3. (∗∗)

•
��Ý 	>Ú Ø Ô ü 7%å �TØ Ñ�à�Ó Ï�Ð � Ô ç Ð Ò Ñ%ø ,#Ò Ú Ð � Ü Ô Ñ�Û Ô è%Ú Ð �
� Õ

(2k + 1) /∈ S
Ó Ï�Ð Ñ

S ∈ G1
1 ∪ G1

2

û�Ø Ñ�à,Ó Ï�×�ß û
[2k + 1](k) \ (G1

1 ∪ G1
2) =

[2k + 1]
(k)
2k+1.
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	)U�G%a G�H��)H�S�
���a � 6 �

æ�Ñ�Ý�Ó ÞMÒ)ß Ð Ó ß�Ô Ñ
G1

1

� Ô Ñ
G1

2

! Ï�Ø ö�Ð/Ø Ñ�Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó�Ô Ñ�Û Ò ü)ü)Ò Ñ�å
æ�Ñ�Ý�Ó ÞMÒ�ß Ð Ó ß�Ô Ñ ⋃t

i=1 G
i
1

� Ô Ñ ⋃t
i=1 G

i
2

! Ï�Ø ö Ð?Ø Ñ�Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó#Ô Ñ�Û Ò ü?ü�Ò Ñ�û�Þ�Ï%Ô Ú Ð
⋃t

i=1 G
i
1 ∩

⋃t
i=1 G

i
2 = ∅

å

�#Ò Þµù8ß Ð Ð#Ó Ï�ÐTÛ Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô Ò Ñ�×�ß Ð à�Õ Ò Ü�Ó Ï�ÐTÛ Ø ß Ð/Ò Õ>Ò�à%à
k
ù@Ô Õ

t ≥ 4
Ó Ï�Ð Ñ�Ò Ñ�Ð

Û Ø Ñ�Ð Ø ß Ô Ú Ý,Û Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó)Ø Ñ�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð)è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß
F1,F2,F3

Ò Õ
[2k + 1](k) å�æ�Ñ�à

Ó Ï�×�ß û
χ=([2k + 1](k)) = 3

Õ Ò Ü#Ð ö Ð Ñ
k ≥ 8

Ø ßMÞMÐ Ú Ú å
�,ÐMØ Ü Ð�Ò Ñ%Ú Ý/Ú Ð Õ ÓFÞMÔ Ó Ï?Ó Ï�Ð�Û Ø ß Ð

k = 4
Ø Ñ�à

k = 6
å �MÒ Ó Ï?Û Ø ß Ð ß	ü�Ø Ý/Ù�Ð�ß Ò Ú ö Ð à

ÞMÔ Ó Ï�Ó Ï�Ð�ß Ø ü�Ð�Ø è%è%Ü Ò Ø Û Ï�ûMØ Ñ�à,Ï�Ð Ñ�Û Ð)ÞMÐ�ß Ï�Ø Ú Ú�Ò Ñ%Ú Ý,è%Ü Ð ß Ð Ñ�Ó?Ó Ï�Ð�Ø è%è%Ü Ò è%Ü Ô Ø Ó Ð
Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�ß#Ò Õ

[13](6)
å †

��Ð Ó
F1
Ù	Ð?Ó Ï�Ð?Õ Ø ü?Ô Ú Ý,Ò Õ�Ø Ú Ú

6
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó)ß ×%Ù�ß Ð Ó ßTÒ Õ

[13]
Ï�Ø ö�Ô Ñ ç Ø ÓTÚ Ð Ø ß Ó 5Ð Ú Ð ü�Ð Ñ Ó ß/Õ Ü Ò ü

[9]
û�Ó Ï�Ø ÓTÔ ß û

F1 = [13]
(6)
[9]/5

å"�#Ð ÷�Ó û�Ú Ð Ó
F2
Ù	Ð?Ó Ï�Ð?Õ Ø ü?Ô Ú Ý,Ò Õ�Ø Ú Ú

6
ø Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó?ß ×%Ù�ß Ð Ó ß/Ò Õ

[13]
Ï�Ø ö�Ô Ñ ç Ø Ó/Ú Ð Ø ß Ó 2

Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó ß/Õ Ü Ò ü
{10, 11, 12}

û>Ó Ï�Ø Ó
Ô ß û

F2 = [13]
(6)
{10,11,12}/2

å�3FÔ Ñ�Ø Ú Ú Ý û%Ú Ð Ó
F3 = [13](6) \ (F1 ∪ F2)

å @ Ù�ß Ð Ü ö Ð/Ó Ï�Ø Ó �

• F1
Ø Ñ�à

F2
Ø Ü Ð/à�Ô ß ý Ò Ô Ñ Ó å

•
��Ý�Ó Ï�Ð?à%Ð �%Ñ%Ô Ó Ô Ò Ñ<Ø Ñ�à�Ó Ï�Ð � Ô ç Ð Ò Ñ�,#Ò Ú Ð � Ü Ô Ñ�Û Ô è%Ú Ð ûFØ Ñ Ý�Ó ÞMÒ�ß Ð Ó ß#Ô Ñ

F1
� Ô Ñ

F2
! Ï�Ø ö�Ð/Ø Ñ�Ð Ú Ð ü)Ð Ñ�Ó�Ô Ñ�Û Ò ü)ü)Ò Ñ�å

•
� Õ

13 /∈ S
Ó Ï�Ð Ñ

S ∈ F1 ∪ F2
û%Ó Ï�Ø Ó�Ô ß û

[13](6) \ (F1 ∪ F2) ⊆ [13]
(6)
13

å

• #F1 =
(9
5

)

·
(4
1

)

+
(9
6

)

= 588
û	Ø Ñ�à

#(F1 ∩ [13]
(6)
13 ) =

(9
5

)

= 126
å

•
	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý û Ù�Ý?ü)Ò ö�Ô Ñ ç 16

ß Ð Ó ß
S′

1, . . . , S
′
16

Ò Õ
F1
Ó Ò

F3
ß ×�Û Ï)Ó Ï�Ø Ó

{13} ∈
S′

i

û
i = 1, . . . , 16

û%ÞMÐ/Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ�Ó Ï�Ð#Ñ�Ð Þ
F1
Þ�Ô Ó Ï

#F1 = 588 − 16 = 572
å

• #F2 =
(3
2

)

·
(10

4

)

+
(3
3

)

·
(10

3

)

= 750
û Ø Ñ�à

#(F2∩[13]
(6)
13 ) =

(3
2

)

·
(9
3

)

+
(3
3

)

·
(9
2

)

=
288
å

•
	MÒ Ñ�ß Ð Ö ×�Ð Ñ�Ó Ú Ý û#Ù ÝKü�Ò ö�Ô Ñ ç 178

ß Ð Ó ß
S′′

1 , . . . , S′′
178

Ò Õ
F2
Ó Ò

F3
ß ×�Û ÏµÓ Ï�Ø Ó

{13} ∈ S′′
i

û
i = 1, . . . , 178

û�ÞMÐ�Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ)Ó Ï�ÐMÑ�Ð Þ
F2
ÞMÔ Ó Ï

#F2 = 750−178 =
572
å

•
��Ý/Ó Ï�ÐMÛ Ò Ñ�ß Ó Ü ×�Û Ó Ô Ò Ñ�û Ó Ï�Ð�Ñ�Ð Þ<Õ Ø ü?Ô Ú Ý

F3 ⊆ [13]
(6)
13

Ô ß>Ò Õ	ß Ô � Ð
378+16+188 =

572
å

•
æ�Ñ�à�Ï�Ð Ñ�Û Ð

F1 ∪ F2 ∪ F3
Õ Ò Ü ü)ß�Ó Ï�Ð/à%Ð ß Ô Ü Ð à�Ð Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð#è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ

[13](6)
å

� Ó/Ô ß#ÞMÒ Ü Ó Ï�è�Ò Ô Ñ Ó Ô Ñ ç Ò ×%Ó/Ó Ï�Ø Ó#Ó Ï�Ð?Ø Ù	Ò ö�Ð?Ø è%è%Ü Ò Ø Û Ï,ü�Ø Ý�Ù�ÐTØ è%è%Ú Ô Ð à�Õ Ò Ü/Ò Ó Ï�Ð Ü
Ø Ü Ù%Ô Ó Ü Ø Ü Ý�Ù%×%Ó#ß ü)Ø Ú Ú�ö Ø Ú ×�Ð ß�Ò Õ

k
û%Ô å Ð å û�Ô Ó�Õ Ø Ô Ú ßMÕ Ò Ü

k ≥ 10
å

† � � � k = 4 � &�	�� � � 	 F1 ⊂ [9]
(4)

{1,2,3,4,5}/3
,F2 ⊂ [9]

(4)

{6,7,8}/2
� � ( 
 F3 ⊂ [9]

(4)
9
*
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þ ×%ü?ü�Ø Ü Ô � Ô Ñ ç ×%è�û%ÞMÐ/Ò Ù%Ó Ø Ô Ñ�Ó Ï�Ð/Õ Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç Ó Ï�Ð Ò Ü Ð ü�å
!#"%$ &(' $ )��9, A(,���õ ò

k ≥ 1 B χ=(K(2k, k)) = 2
î �(/

χ=(K(2k + 1, k)) = 3 0

� 
�
%G�U�N�L �

Î�Ø Ù%Ú Ð2� å��>Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ
[n](3)

û
6 ≤ n ≤ 9 �

Õ Ò Ü#ß Ô ü?è%Ú Ô Û Ô Ó Ý û
{i, j, l}Ô ßMÞ�Ü Ô Ó Ó Ð Ñ�Ø ß

ijl
å

n F
n

1
F

n

2
F

n

3
F

n

4
F

n

5

6

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456

a #F6

1
= 10 a #F6

2
= 10

7

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

237, 567

a #F7

1
= 12 a #F7

2
= 12 a #F7

3
= 11

8

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

138, 238,

468, 568

a #F8

1
= 14 a #F8

2
= 14 a #F8

3
= 14 a #F8

4
= 14

9

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128, 138, 238,

129

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458, 468, 568,

459

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578,

179, 279, 379

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

189, . . . , 789

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

479, 579, 679,

139, 239,

469, 569

a #F9

1
= 17 a #F9

2
= 17 a #F9

3
= 17 a #F9

4
= 17 a #F9

5
= 16



��
�FW�LISFE	`G�
�/DF`�DFH	LU��V
D��

	)U�G%aG�H�
�)H�S�
���a

�6��

ÎFØÙ%ÚÐ�%å
�>Ö×%ÔÓØÙ%ÚÐ/è�ØÜÓÔÓÔÒÑ�
ÒÕ

[n
] (3

) û

10
≤

n
≤

13 å

n F
n

1
F

n

2
F

n

3
F

n

4
F

n

5
F

n

6
F

n

7
F

n

8
F

n

9

10=A

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128, 138, 238,

129, 139, 239,

12A

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458, 468, 568,

459, 469, 569,

45A

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578,

179, 279, 379

17A, 27A, 37A

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

189, . . . , 789

18A, 28A, 38A

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

479, 579, 679,

19A, . . . , 89A

14A, 15A, 16A,

24A, 25A, 26A,

34A, 35A, 36A,

47A, 57A, 67A,

48A, . . . , 78A

13A, 23A,

46A, 56A

a #F10

1
= 20 a #F10

2
= 20 a #F10

3
= 20 a #F10

4
= 20 a #F10

5
= 20 a #F10

6
= 20

11=B

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128, 138, 238,

129, 139, 239,

12A, 13A, 23A,

12B, 13B

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458, 468, 568,

459, 469, 569,

45A, 46A, 56A,

45B, 46B

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578,

179, 279, 379

17A, 27A, 37A

17B, . . . , 47B

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

189, . . . , 789

18A, 28A, 38A

18B, . . . , 48B

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

479, 579, 679,

19A, . . . , 89A

19B, 29B, 39B

14A, 15A, 16A,

24A, 25A, 26A,

34A, 35A, 36A,

47A, 57A, 67A,

48A, . . . , 78A

1AB, . . . , 7AB

14B, 15B, 16B,

24B, 25B, 26B,

34B, 35B, 36B,

57B, 67B,

58B, 68B, 78B,

49B, . . . , 89B

8AB, 9AB,

23B, 56B

a #F11

1
= 24 a #F11

2
= 24 a #F11

3
= 24 a #F11

4
= 24 a #F11

5
= 23 a #F11

6
= 23 a #F11

7
= 23

12=C

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128, 138, 238,

129, 139, 239,

12A, 13A, 23A,

12B, 13B, 23B,

12C, 13C, 23C

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458, 468, 568,

459, 469, 569,

45A, 46A, 56A,

45B, 46B, 56B,

45C, 46C, 56C

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578,

179, 279, 379

17A, 27A, 37A

17B, . . . , 47B

17C, . . . , 47C

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

189, . . . , 789

18A, 28A, 38A

18B, . . . , 48B

18C, . . . , 48C

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

479, 579, 679,

19A, . . . , 89A

19B, 29B, 39B

19C, . . . , 49C

14A, 15A, 16A,

24A, 25A, 26A,

34A, 35A, 36A,

47A, 57A, 67A,

48A, . . . , 78A

1AB, . . . , 7AB

1AC, . . . , 4AC

14B, 15B, 16B,

24B, 25B, 26B,

34B, 35B, 36B,

57B, 67B,

58B, 68B, 78B,

49B, . . . , 89B

8AB, 9AB,

1BC, . . . , 6BC

14C, 15C, 16C,

24C, 25C, 26C,

34C, 35C, 36C,

57C, 67C,

58C, 68C, 78C,

59C, . . . , 89C

5AC, . . . , 9AC

7BC, . . . , ABC

a #F12

1
= 28 a #F12

2
= 28 a #F12

3
= 28 a #F12

4
= 28 a #F12

5
= 27 a #F12

6
= 27 a #F12

7
= 27 a #F12

8
= 27

13=D

123,

124, 134, 234,

125, 135, 235,

126, 136, 236,

127, 137, 237,

128, 138, 238,

129, 139, 239,

12A, 13A, 23A,

12B, 13B, 23B,

12C, 13C, 23C,

12D, 13D, 23D

145, 146, 156,

245, 246, 256,

345, 346, 356,

111, 111, 456,

457, 467, 567,

458, 468, 568,

459, 469, 569,

45A, 46A, 56A,

45B, 46B, 56B,

45C, 46C, 56C,

45D, 46D, 56D

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

178, . . . , 578,

179, 279, 379

17A, 27A, 37A

17B, . . . , 47B

17C, . . . , 47C

17D, . . . , 47D

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

678,

189, . . . , 789

18A, 28A, 38A

18B, . . . , 48B

18C, . . . , 48C

18D, . . . , 48D

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

479, 579, 679,

19A, . . . , 89A

19B, 29B, 39B

19C, . . . , 49C

19D, . . . , 59D

14A, 15A, 16A,

24A, 25A, 26A,

34A, 35A, 36A,

47A, 57A, 67A,

48A, . . . , 78A

1AB, . . . , 7AB

1AC, . . . , 4AC

1AD, . . . , 5AD

14B, 15B, 16B,

24B, 25B, 26B,

34B, 35B, 36B,

57B, 67B,

58B, 68B, 78B,

49B, . . . , 89B

8AB, 9AB,

1BC, . . . , 6BC

1BD, . . . , 5BD

14C, 15C, 16C,

24C, 25C, 26C,

34C, 35C, 36C,

57C, 67C,

58C, 68C, 78C,

59C, . . . , 89C,

5AC, . . . , 9AC,

7BC, . . . , ABC,

1CD, . . . , 5CD

14D, 15D, 16D,

24D, 25D, 26D,

34D, 35D, 36D,

57D, 67D,

58D, 68D, 78D,

69D, 79D, 89D,

6AD, . . . , 9AD,

6BD, . . . , ABD,

6CD, . . . , BCD

a #F13

1
= 31 a #F13

2
= 31 a #F13

3
= 32 a #F13

4
= 32 a #F13

5
= 32 a #F13

6
= 32 a #F13

7
= 32 a #F13

8
= 32 a #F13

9
= 32
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Î�Ø Ù%Ú Ð#6%å ��Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ
[14](3)

û
[14] = {1, 2, . . . , 9,

æ
, . . . ,

�
}
å

F1 F2 F3 F4 F5 F6

123, . . . , 12E,

134, . . . , 13E,

234, . . . , 23D

145, 245, 345,

457, . . . , 45E,

146, 246, 346,

467, . . . , 46E,

156, . . . , 456,

567, . . . , 56D

178, . . . , 678,

789, . . . , 78E,

179, . . . , 679,

79A, . . . , 79E,

189, . . . , 689,

89A, . . . , 89D

147, 157, 167,

247, 257, 267,

347, 357, 367,

17A, . . . , 67A,

17B, . . . , 67B,

17C, . . . , 67C,

17D, . . . , 67D

148, 158, 168,

248, 258, 268,

348, 358, 368,

18A, . . . , 68A,

18B, . . . , 68B,

18C, . . . , 68C,

18D, . . . , 68D

149, 159, 169,

249, 259, 269,

349, 359, 369,

19A, . . . , 69A,

19B, . . . , 69B,

19C, . . . , 69C,

19D, . . . , 69D

a #F1 = 33 a #F2 = 33 a #F3 = 33 a #F4 = 33 a #F5 = 33 a #F6 = 33

F7 F8 F9 F10 F11

14A, 15A, 16A,

24A, 25A, 26A,

34A, 35A, 36A,

1AB, . . . , 9AB,

1AC, . . . , 9AC,

1AE, . . . , 6AE

14B, 15B, 16B,

24B, 25B, 26B,

34B, 35B, 36B,

1BC, . . . , 9BC,

1BD, . . . , 5BD,

1BE, . . . , ABE

14C, 15C, 16C,

24C, 25C, 26C,

34C, 35C, 36C,

1CD, . . . , BCD,

1CE, . . . , BCE,

ABC, CDE

14D, 15D, 16D,

24D, 25D, 26D,

34D, 35D, 36D,

1AD, . . . , 9AD,

6BD, . . . , ABD,

1DE, . . . , ADE

14E, 15E, 16E,

24E, 25E, 26E,

34E, 35E, 36E,

17E, . . . , 67E,

18E, . . . , 68E,

19E, . . . , 69E,

7AE, 8AE, 9AE,

23E, 56E, 89E,

BDE

a #F7 = 33 a #F8 = 33 a #F9 = 33 a #F10 = 33 a #F11 = 34

ÎFØ Ù%Ú Ð 8%å �>Ö ×%Ô Ó Ø Ù%Ú Ð/è�Ø Ü Ó Ô Ó Ô Ò Ñ�Ò Õ
[15](3)

û
[15] = {1, 2, . . . , 9,

æ
, . . . ,

3
}
å

F1 F2 F3 F4 F5 F6

123, . . . , 12F,

134, . . . , 13F,

234, . . . , 23F

145, 245, 345,

156, . . . , 15E,

256, . . . , 25E,

356, . . . , 35E,

456, . . . , 45D

146, 246, 346,

167, . . . , 16D,

267, . . . , 26D,

367, . . . , 36D,

467, . . . , 46D,

567, . . . , 56D

147, 247, 347,

178, . . . , 17D,

278, . . . , 27D,

378, . . . , 37D,

478, . . . , 47D,

578, . . . , 57D,

678, . . . , 67C

148, 248, 348,

189, . . . , 18D,

289, . . . , 28D,

389, . . . , 38D,

489, . . . , 48D,

589, . . . , 58D,

689, . . . , 68D,

789, . . . , 78D

149, 249, 349,

19A, . . . , 19E,

29A, . . . , 29E,

39A, . . . , 39E,

49A, . . . , 49E,

59A, . . . , 59E,

69A, . . . , 69D,

79A, 79B, 79C,

89A, 89B, 89C

a #F1 = 37 a #F2 = 38 a #F3 = 38 a #F4 = 38 a #F5 = 38 a #F6 = 38

F7 F8 F9 F10 F11 F12

14A, 24A, 34A,

1AB, . . . , 9AB,

1AC, . . . , 9AC,

1AE, . . . , 8AE,

1AF, . . . , 9AF

14B, 24B, 34B,

1BC, . . . , ABC,

1BD, . . . , ABD,

1BE, . . . , ABE,

1BF, . . . , 5BF

14C, 24C, 34C,

1CD, . . . , BCD,

1CE, . . . , BCE,

1CF, . . . , BCF,

CDE, CDF

14D, 24D, 34D,

1AD, . . . , 9AD,

1DE, . . . , BDE,

1DF, . . . , BDF,

67D, 79D, 89D,

DEF

14E, 24E, 34E,

16E, . . . , 56E,

17E, . . . , 67E,

18E, . . . , 78E,

69E, 79E, 89E,

1EF, . . . , CEF,

9AE,45E

14F, 24F, 34F,

15F, . . . , 45F,

16F, . . . , 56F,

17F, . . . , 67F,

18F, . . . , 78F,

19F, . . . , 89F,

6BF, . . . , ABF

a #F7 = 38 a #F8 = 38 a #F9 = 38 a #F10 = 38 a #F11 = 38 a #F12 = 38

�9, *(, � ' &�&�% &�% � # $ � ;���> � ? +
(∗)

(

2k + 1

k

)

/3 ≤
1

2
·

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)

−

(

k

t

)2]

Ô ßMÜ Ð è%Ú Ø Û Ð à�ÞMÔ Ó Ï
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(

k

t

)2

≤

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)]

−
2

3
·

(

2k + 1

k

)

=

(

2k + 1

k

)

−
2

3
·

(

2k + 1

k

)

=
1

3
·

(

2k + 1

k

)

.

Î�Ï�Ð Ü Ð Õ Ò Ü Ð û�Ø ß
k = 2t + 1

û%Ø Ú Ú�ÞMÐ/Ñ�Ð Ð à�Ô ßMÓ Ò?è%Ü Ò ö�Ð/Ó Ï�Ð/Õ Ò Ú Ú Ò Þ�Ô Ñ ç Ô Ñ�Ð Ö ×�Ø Ú Ô Ó Ý��

(

2t + 1

t

)2

≤
1

3
·

(

4t + 3

2t + 1

)

.

Proof.
ÎMÏ�Ð#è%Ü Ò�Ò ÕFÔ ßMÙ Ý�Ô Ñ�à�×�Û Ó Ô Ò Ñ�Ò Ñ

t
å

• t = 1
� (3

1

)2
= 9 ≤ 35/3 = 1

3 ·
(7
3

) û

• t
� (2t+1

t

)2
≤ 1

3 ·
(4t+3
2t+1

) û

• t + 1
� (2t+3

t+1

)2
≤? 1

3 ·
(4t+7
2t+3

) û

(

2t + 3

t + 1

)2

=

=
(2t + 3)!

(t + 1)! · (t + 2)!
·

(2t + 3)!

(t + 1)! · (t + 2)!

=
(2t + 1)! · (2t + 2) · (2t + 3)

t! · (t + 1) · (t + 1)! · (t + 2)
·
(2t + 1)! · (2t + 2) · (2t + 3)

t! · (t + 1) · (t + 1)! · (t + 2)

=

(

2t + 1

t

)2

·
(2t + 2) · (2t + 3) · (2t + 2) · (2t + 3)

(t + 1) · (t + 2) · (t + 1) · (t + 2)

= 4 ·

(

2t + 1

t

)2

·
(2t + 3)2

(t + 2)2

≤by i.h. 4 ·
1

3
·

(

4t + 3

2t + 1

)

·
(2t + 3)2

(t + 2)2

= 4 ·
1

3
·

(

4t + 7

2t + 3

)

·
(2t + 2) · (2t + 3) · (2t + 3) · (2t + 4)

(4t + 4) · (4t + 5) · (4t + 6) · (4t + 7)
·
(2t + 3)2

(t + 2)2
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=
1

3
·

(

4t + 7

2t + 3

)

·
2 · (2t + 3)3

(4t + 5) · (4t + 7) · (t + 2)

≤
1

3
·

(

4t + 7

2t + 3

)

,
Ø ß 2 · (2t + 3)3

(4t + 5) · (4t + 7) · (t + 2)
≤ 1

Õ Ò Ü
t ≥ 0.

�9, A�, � ' &�&�% &�% � # $ � ;���> � ? +
(∗∗)

(

2k + 1

k

)

/3 ≤
1

2
·

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)

− 2 ·

(

k

t

)

·

(

k

t − 1

)]

Ô ßMÜ Ð è%Ú Ø Û Ð à�ÞMÔ Ó Ï

2 ·

(

k

t

)

·

(

k

t − 1

)

≤

[(

2k

k

)

+

(

2k

k − 1

)]

−
2

3
·

(

2k + 1

k

)

=
1

3
·

(

2k + 1

k

)

.

Î�Ï�Ð Ü Ð Õ Ò Ü Ð û�Ø ß
k = 2t

û�Ø Ú Ú�ÞMÐ#Ñ�Ð Ð à�Ô ßMÓ Ò?è%Ü Ò ö�Ð#Ó Ï�Ð#Õ Ò Ú Ú Ò ÞMÔ Ñ ç Ô Ñ�Ð Ö ×�Ø Ú Ô Ó Ý��

2 ·

(

2t

t

)

·

(

2t

t − 1

)

≤
1

3
·

(

4t + 1

2t

)

.

Proof.
ÎMÏ�Ð#è%Ü Ò�Ò ÕFÔ ßMÙ Ý�Ô Ñ�à�×�Û Ó Ô Ò Ñ�Ò Ñ

t
å

• t = 4
�
2 ·

(8
4

)

·
(8
3

)

= 7840 ≤ 8103 < 24310/3 = 1
3 ·

(17
8

) û

• t
�
2 ·

(2t
t

)

·
( 2t
t−1

)

≤ 1
3 ·

(4t+1
2t

) û

• t + 1
�

2 ·
(

2t+2
t+1

)

·
(

2t+2
t

)

≤? 1
3 ·

(

4t+5
2t+2

) û

2 ·

(

2t + 2

t + 1

)

·

(

2t + 2

t

)

=

= 2 ·
(2t + 2)!

(t + 1)! · (t + 1)!
·

(2t + 2)!

t! · (t + 2)!

= 2 ·
(2t)! · (2t + 1) · (2t + 2)

t! · (t + 1) · t! · (t + 1)
·

(2t)! · (2t + 1) · (2t + 2)

(t − 1)! · t · (t + 1)! · (t + 2)
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= 2 ·

(

2t

t

)

·

(

2t

t − 1

)

·
(2t + 1) · (2t + 2) · (2t + 1) · (2t + 2)

(t + 1) · (t + 1) · t · (t + 2)

= 2 · 4 ·

(

2t

t

)

·

(

2t

t − 1

)

·
(2t + 1)2

t · (t + 2)

≤by i.h. 4 ·
1

3
·

(

4t + 1

2t

)

·
(2t + 1)2

t · (t + 2)

= 4 ·
1

3
·

(

4t + 5

2t + 2

)

·
(2t + 1) · (2t + 2) · (2t + 2) · (2t + 3)

(4t + 2) · (4t + 3) · (4t + 4) · (4t + 5)
·

(2t + 1)2

t · (t + 2)

=
1

3
·

(

4t + 5

2t + 2

)

·
(2t + 1)2 · (2t + 2) · (2t + 3)

(4t + 3) · (4t + 5) · t · (t + 2)

≤
1

3
·

(

4t + 5

2t + 2

)

,
Ø ß (2t + 1)2 · (2t + 2) · (2t + 3)

(4t + 3) · (4t + 5) · t · (t + 2)
≤ 1

Õ Ò Ü
t ≥ 1.

� ! � # &�� > $ � $ )�$ #�?
Î�Ï�Ð�Ø ×%Ó Ï�Ò Ü ß ç Ü Ø Ó Ð Õ ×%Ú Ú Ý)Ø Û ��Ñ�Ò ÞMÚ Ð à ç Ð�Ó Ï�Ð�ß × ç ç Ð ß Ó Ô Ò Ñ�ß�Ø Ñ�à?Ø à�ö�Ô Û Ð�Ò Õ�Ó Ï�ÐMØ Ñ�Ò Ñ�Ý�ø
ü)Ò ×�ßMÜ Ð Õ Ð Ü Ð Ð/ÞMÏ%Ô Û Ï�Ø Ú Ú Ò ÞMÐ à�Ó Ï�ÐTØ ×%Ó Ï�Ò Ü ßMÓ Ò)Ð ÷�Ó Ð Ñ�à�Ó Ï�Ð#Ü Ð ß ×%Ú Ó ß#Ò ÕFÓ Ï�Ð#è�Ø è�Ð Ü å
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����Ç�ª ­�® � ��� ¥ � � ª ¨ �2� 7 �*���8� $ Å Å ! � $ � � " ! Å ! �
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�  �45	��A%ª ��« � >#f x k u�v k h d i d k c h�k l%� j v f g , g o v � h�d c i k8� j v f g h i o g h �*B�� § « ¨ � � �8�)� � ��� ;�;
� È � Ê  ��È Æ  "�È � Ê �

� Ê �%A���A%ª � � § � � 6#c�f h f g � h/x k c � f x i s g f �>x � g k u/o i d x/c s u%+ f g#o c�n%� k u/k i k v�j �
���%Ç�ª ­#® � ���¥ � � ª ¨ �2� É�� » @2� È �  Ê ��! È � " ! $ #��
� � �<�K� �?� � � ¨ ��'*) s d i o + � f#x k � k g d c , ��É>­/� ¨ � �)� � �����?ª � � � � �D� ¼ � È �  ! ��� $ Å " � $ $ �
� È Å �/É��.1 « � ¨ � ¯ � � ¨ � ?�f g i f � : x g d i d x o �	h s + , g o v � hTk l(6#c�f h f g�, g o v � h ���>� � � ©VÉ>¨ « �8�,� § � �%�

° ° °*1 � ¨ » ; � È �  Ê ��# Æ # " # � È �
� È È �%1%��1 � � � � � n : i s v�� f#x k � k s g d c , h#o c%nTo h h k x d o i f n<, g o v � h �
� �%Ç�ª ­�® � ��� ¥ � � ª ¨ �8� 7 � » ¼� È �  � ��È Ê Æ " $ Å ! �
� È $ �%1%� 1 � � � � ��� � f�u#s � i d x � g k u/o i d x�c�s u%+ f g hMk l�h k u/f*6#c%f h f g�, g o v � h � B�� § « ¨ � � ���)� � ���
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@8� È � � Ê � $ Ê  " $ � È �
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